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Introduccion

La motivacion general para la realizacién del presente trabajo es encontrar un modelo
puramente topoldgico que represente de manera adecuada el problema de la jerarquia de
las constantes de acoplamiento. Aunado a esto, representar el fenémeno de ajuste fino (fine
tuning) relacionado al problema de la constante cosmolégica no cero, como lo muestran
recientes mediciones experimentales. Una de ellas es el descubrimiento en 1998 (midiendo la
luminosidad aparente de una supernova distante [1, 2]) de la expansién acelerada del universo,

consistente con una constante cosmoldgica positiva [3, 4]
pp = (1.35 £0.15) x 1071 (1)

e inconsistente con p, = 0. Recientes confirmaciones corroboran esta conclusiéon. Otro avance
experimental, consistente en la observacion de la masa del bosén de Higgs alrededor de los 125
GeV [5, 6], sugiere, junto con el no descubrimiento de particulas de supersimetria (SUSY)! en
el Gran Colisionador de Hadrones (LHC por sus siglas en inglés), que la escala de rompimiento
SUSY es considerablemente mas alta que la escala electrodébil. Esto provoca duda de que
SUSY de energia baja pueda servir como solucién del problema de jerarquia (ver, por ejemplo,
7).

Consideramos el problema de jerarquia de norma (gauge) en el aspecto de jerarquia de
las constantes de acoplamiento adimensionales incluyendo la constante cosmoldgica [3]. El
problema de la constante cosmoldgica (densidad de energia de vacio), como regla, se mantiene
aparte y se investiga como un problema de ajuste fino ya que las teorias de campos cudnticos
predicen un |p,| entre 60 y 120 6rdenes de magnitud méas grande que la cota experimiental
(1) (ver, por ejemplo, [8, 4] y el capitulo 4 para revisar algunas de las contribuciones a
pp)- Hay diferentes acercamientos al problema de la constante cosmoldgica tales como el
modelo de “inflacién eterna” [9], el concepto de “paisaje” de la teorfa de cuerdas (string
landscape) [10], el modelo de “universos bebé” [11, 12, 13], etc. Este problema de ajuste fino

esta relacionado al problema de la constante cosmolégica no cero, como lo muestran recientes

1Segiin el modelo estdndar de la fisica de particulas, la materia estd formada por fermiones y bosones. La
supersimetria indica que cada particula (fermién o bosén) debe tener su supercompanera.

IIT



INTRODUCCION v

mediciones experimentales. Pero con estos modelos no se puede predecir y calcular el valor
real de la constante cosmolégica, asi como no puede explicar (fuera del principio antrépico)
la existencia de una pequena escala de energia de vacio como se ve en (1). Este aspecto del
problema es de cierta manera analogo al problema de jerarquia.

Al mismo tiempo ha sido desarrollada una excelente descripcién tedrica de sistemas
jerarquicos como los estados cudnticos de Hall fraccionales (FQH) [14, 15] y aislantes to-
poldgicos fraccionales [16, 17, 18], que estdn basados en la existencia de un nuevo estado de
materia caracterizados por un nuevo tipo de orden: el orden topolégico. Estos métodos son
aplicados no solo a la descripcion de fendmenos tridimensionales tales como el efecto de Hall
fraccional cudntico (FQHE), sino también para la explicacién de sistemas 4-dimensionales
conectados con una superconductividad topolégica [19] o un confinamiento topoldgico [20],
sin ninguin patrén de ruptura espontanea de simetria. Una de las caracteristicas basicas del
orden topoldgico es que la teoria de campo efectiva de baja energia para tales estados involu-
cra una teoria de campo topolégica [21]. En el caso (2+1)-dimensional la parte dominante de
la accién de campo para los fluidos topoldgicos cuanticos de Hall de baja energia son términos
de Chern-Simons. La descripcion efectiva del sistema jerarquico fraccional cuantico de Hall
con miiltiples campos U(1) de norma A’ (I = 1,..., R) se forma con la accién siguiente sobre
la variedad 3-dimensional M3 [22, 23]

R R
1
S ( > K AT NdAT +2) Tt Aca A dAI> , (2)
I=1

T 4r
M3\ 7=1

donde K7; es una matriz tridiagonal entera, ¢; se llama vector de carga y Aex €s un potencial
de fondo o externo. El factor de llenado (filling factor) racional que determina la conducti-
vidad de Hall se define como v := t;K'/t;, donde K’ es la matriz inversa de K;;. Es
posible interpretar la matriz racional K’ como matriz de constantes de acoplamiento para
la coleccién de campos abelianos { A}, las cudles describen el conjunto de casi-particulas que
corresponde a los diferentes condensados [14].

Recientemente, unos nuevos fluidos topoldgicos en tres dimensiones espaciales han atraido
mucha atencién, son los llamados aislantes topoldgicos [16, 24], asi como los sistemas dindmi-
cos que describen la superconductividad topolégica [19] y el confinamiento topoldgico [20].
Todos estos fluidos topoldgicos se caracterizan por acciones efectivas de baja energia que con-
tienen términos topoldgicos BF [21], que son la generalizacién a més dimensiones de términos
de Chern-Simons. Es posible introducir una estructura jerarquica en el modelo BF por medio
de un procedimiento del tipo de Kaluza-Klein, es decir, induciendo un espacio de mayor di-
mension (en este caso 7-dimensional) que incluya la variedad M? y cuya matriz de constantes

de acoplamiento sea andloga a la matriz K que caracteriza el efecto jerarquico cuantico de
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Hall fraccional. Hemos generado un modelo BF de este tipo en el capitulo 2. Para obtener
la jerarquia de las constantes de acoplamiento que existen en nuestro universo, usamos un
tipo especial de espacios internos en dicho acercamiento de Kaluza-Klein, las variedades de
grafo (ver [25, 26]), que consisten en un nimero finito de piezas fibradas de Seifert, llamadas
piezas JSJ, correspondientes a la descomposiciéon de variedades tridimensionales investigada
por Jaco, Shalen [27] y Johannson [28], conocida como descomposicién JSJ. Hay que hacer
notar que el interés por las variedades fibradas de Seifert aparecié en la ultima década y
estd conectada con la reconsideracién de la teoria de campo de Chern-Simons sobre las varie-
dades de Seifert que poseen estructuras de contacto, que permiten realizar la localizacién no
abeliana [29]. Ademés, las variedades fibradas de Seifert, en particular los espacios de lentes,
son muy tutiles para investigar la contribucion de los instantones fraccionales a las funciones
de particién de agujeros negros [30]. Usamos los métodos de célculo desarrollados en [31, 32]
para calcular las matrices racionales de enlace de las variedades de grafo generadas. Estas
matrices de enlace juegan el papel de las matrices K y contienen la informacién, no sélo de la
jerarquia de las constantes de acoplamiento, sino también del fenémeno de ajuste fino (fine
tuning) que resulta universal en nuestro modelo.

De acuerdo a lo anterior, la presente tesis genera una variedad de grafo M (I',) generada
a partir de un caso especial de variedades de Seifert, conocidas como esferas homolégicas de
Brieskorn (Bh-esferas), unidas mediante la operacién conocida como “plumbing”. El armado
se sustenta en el espacio de grafo I', (figura 1.3), etiquetado de acuerdo a un invariante
topoldgico bien conocido para una Bh-esfera, el nimero racional de Euler e (X) (més detalles
en el apéndice A). En el capitulo 1 se demuestra que la matriz entera Laplaciana @ del
espacio de grafo I',, estd relacionada con la matriz de enlace racional K mediante el conocido
proceso de diagonalizacion parcial de Gauss-Neumann [31]. Este proceso de diagonalizacién
parcial nos lleva a poner atencion a las fracciones continuas de ntimeros racionales ya que
observamos que los valores racionales de la matriz K resultan de fracciones continuas de los
elementos enteros de la matriz Q).

En el capitulo 2 se propone un modelo topoldgico de campos de norma (gauge), especifi-
camente una teoria abeliana BF usando un espacio 7-dimensional que incluye la variedad
3-dimensional M (I',). Un proceso de tipo Kaluza-Klein induce un conjunto de potenciales
4-dimensionales abelianos de norma A’ cuya matriz de constantes de acoplamiento, como
se menciono antes, resulta analoga a la matriz K que caracteriza el efecto cuantico de Hall
fraccional, esto con el objetivo de encontrar una accion en la que la matriz de enlace K juegue
el papel de la matriz de constantes de acoplamiento de tipo BF. Es decir, podemos relacionar
el invariante topolégico (matriz de enlace K) de la variedad de grafo M (I',) con el concepto

de jerarquia de constantes de acoplamiento que queremos representar [32].
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Un ejemplo especifico de representaciéon mediante este modelo se puede encontrar en el
capitulo 3. Usamos como elementos bésicos de la construccién una secuencia primaria de Bh-
esferas, basada en los primeros nimeros primos. Dichas Bh-esferas junto con una operacién
que llamamos derivada y el pegado “plumbing” nos ayudan a formar un diagrama de “plum-
bing” (figura 3.1) que incluye cinco subdiagramas A, que modelan espacios de grafo disjuntos
(que forman la variedad M (I',)) que podemos asociar con diferentes etapas de evolucién del
universo y que, por ende, nos proporciona cinco matrices de enlace K para cada uno de estos
subdiagramas. Dichas matrices K se calculan en funcién de invariantes topoldgicos de las
Bh-esferas y de los espacios de lentes L (p, ¢) que se forman mediante el “plumbing”. La més
importante, K (0) (que representa el subdiagrama A, (0)) nos proporciona la informacién de
la jerarquia basada en nuestro modelo tipo BF. Mostramos que los resultados tienen una
jerarquia cercana a cada una de las constantes de acoplamiento de baja energia adimensio-
nales (DLEC por sus siglas en inglés), y después revisamos los resultados para las demés
matrices K y, con ellos, proponemos la hipdtesis de que podrian representar la jerarquia de
las constantes de acoplamientos bajo unificaciéon. Claro que para esta aseveracion se tendria
que sustentar los resultados en una estructura mas completa de la variedad 7-dimensional
usada, y no sélo en el enfoque puramente topolégico que aqui se presenta.

En los capitulos 4 y 5 se presentan dos resultados que no se pensaban al inicio del pro-
grama y que resultaron ser, ademas de originales, detonantes para nuevas investigaciones.
En el capitulo 4, tal como ya se habia mencionado, se muestra la presencia de un fenémeno
numérico en el cédlculo de las matrices K que ligamos con el fenémeno de ajuste fino, que
es intrinseco a nuestro modelo y se presenta de manera sorprendente para el célculo de los
invariantes de las Bh-esferas y los espacios de lentes L (p, ¢) que se forman en las conexiones
entre ellas. Por otro lado, en el capitulo 5, se presenta un resultado mucho mas importante y
derivado de la necesidad de calcular el rango de la matriz () del espacio de grafo I',. Como se
mencioné previamente, se publicé en [31] que la matriz de enlace K de la variedad de grafo
M (T',) se puede obtener mediante diagonalizacién parcial de los elementos de Q. Para el
proceso inverso (obtener @) a partir de K), es necesario encontrar el desarrollo como fraccién
continua de los elementos de K. Como es sabido, el algoritmo que encuentra dicho desarrollo
es sencillo y se basa en un proceso repetitivo de divisiones. El problema se presenta al aplicar
el algoritmo a los iltimos componentes de la matriz K, cuyas fracciones presentan descom-
posiciones de longitudes imposibles de calcular con los tiempos computacionales existentes.
Dado todo lo anterior, fue desarrollado un algoritmo que calcula de forma mucho més com-
pacta los valores de la fraccion continua de cualquier fraccién, y que, como se presenta en la
seccion 5.4, permite obtener la fraccion continua del iltimo componente en sélo 2 iteraciones
(contra las 401912960484965116823 necesarias en el algoritmo tradicional).
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Por ltimo, complementamos la informacién con tres apéndices. El apéndice A contiene
teoria basica de los objetos topoldgicos usados durante el desarrollo. El apéndice B muestra
a detalle los cdlculos de las matrices K, incluyendo los resultados para los invariantes de
las Bh-esferas y los espacios de lentes que se obtienen por la pegadura de dichas esferas.
Finalmente, el apéndice C muestra los resultados para las fracciones continuas de la matriz
K (0) mediante el algoritmo desarrollado en el capitulo 4, que permiten obtener de manera
completa el contenido de la matriz () para el espacio de grafo I', (cuestién de no poca
importancia pues rank (Q)) = 401912960484965225793).



Capitulo 1

Espacios de gratfo y matriz de enlace

En este capitulo se genera una variedad de grafo M (I',) en base a un tipo de grafo particu-
lar I', llamado de “plumbing”, tomando como elementos fundamentales esferas homoldgicas
de Brieskorn (Bh-esferas). Se demuestra [31] que si se etiqueta I', con los nimeros de Euler
racionales de dichas Bh-esferas, la matriz laplaciana () de I', esta relacionada con la matriz
de enlace K de M (I',) mediante el proceso de diagonalizacién parcial de Gauss-Neumann, y

por tanto, podemos obtener una a partir de la otra.

1.1. Grafo I') de tipo arbol y su representacion como

matriz de bloques.

Empezaremos con la definicion del grafo I' como un complejo simplicial finito de dimension
uno, que no contiene multiples aristas ni bucles (loops), i.e. consideraremos sélo grafos tipo
arbol. Se asigna un peso entero ¢; a cada vértice de I'. A los vértices con al menos tres aristas se
les llama nodos. Por facilidad usaremos grafos con nodos de valencia minima (n=3) solamente
(una generalizacién para n > 3 resulta obvia). También supongamos que el conjunto de
nodos N del grafo I' es no vacio. Considerando al grafo I' como un complejo simplicial
unidimensional, tomamos su complemento I' — N. Este complemento es la unién disjunta
de segmentos de recta las cuales son las cadenas maximales de I'. La figura 1.1 muestra
una cadena maximal interna {vi, ...,v3} de longitud k entre dos nodos N’ y N’ con pesos
{e1, ..., e} incluida en un grafo de arbol I'. La cadena es maximal porque no puede ser incluida
en otra cadena mas grande. La figura 1.2 muestra una cadena maximal terminal {vy, ..., vx}
de longitud & también con pesos {eq, ..., ex}.

En esta tesis consideramos sélo el tipo mas simple de grafos a los que se les llamada

grafos de “plumbing”. Un ejemplo de dicho grafo I', (llamado asi por generarse mediante
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Figura 1.2: Una cadena maximal terminal de longitud k.

la operacién “plumbing”) se da en la figura 1.3. Este tipo de grafos se usa para codificar a
las variedades de grafo del tipo “plumbing” [33] que construiremos més adelante, donde se
podré ver claramente por qué a los pesos del grafo se les llama ntimeros de Euler. En la figura
1.3, los ntimeros de Euler €/ y e/ decoran los vértices con valencias 1y 2. Los nodos se marcan
mediante N con I = 1,..., Ry forman una linea recta o cadena. Asociamos a cada nodo un
pesos cero, lo cual esta conectado con el uso de invariantes no-normalizados de Seifert para
esferas tipo Bh (véase apéndice A), que son los elementos basicos para la construccion de las
variedades de grafo [34].

Ahora definamos la matriz Laplaciana para el grafo tipo “plumbing” I', de la siguiente

forma:

ea, siA=D0B;
QAB(FP) =4 —1, si A# By va estd conectado con vp por un arista;

0, en otro caso,

con los niimeros enteros e, correspondiendo a cada vértice v4. Esta es una matriz de bloques
que contiene toda la informacién acerca del grafo I'. El I-ésimo fragmento de la matriz Q48
que corresponde a la I-ésima pieza del grafo I', mostrado en la figura 1.3 es representado

CcOomo
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1 I I+1 R

€m] €m] Emren] €mr ]

t ql o ot
60 60 161 6171 T I e[ I+EI+16R71 R R+1 ,R+1
mo 1N €& ni—1 [N €1 niN 1 nr—1 N €1 MR+1

Figura 1.3: El grafo I', de “plumbing”.

-1
I—
-1 emfl 0 0 0 -1
0 eﬁw -1 0
0 -1
-1 0
0 -1 e -1
QP (T,) = -1 0 0 -1 0ol -1
-1 el -1
-1
-1
—1 e -1
ny
—1 O[—H -1

Es importante notar que 07 denota el nimero entero 0 correspondiente al nodo N’. Ahora

pongamos atencién a las submatrices tridiagonales (bloques) del tipo

0 -1
—1 €1 —1
-1
B* = 1 (1.1)
-1 ¢, -1
-1 0

y también veamos que usando diagonalizacién parcial de Gauss-Neumann [25] esta matriz es
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equivalente a la matriz de bloques racional

[61] S [62761] S [enu"wel] @ Bred

donde
q 1
Bred = - i 131_* (12>
p p
y g = —le1,...,enl, q% = —len,...,e1], p = —[e1][es, e1][es, €2, €1] - - - [€n, - - ., €1]. Aqui hemos

usado la definicién estdndar de fraccion continua

er e =6 = —————. (1.3)
€27

Aplicando el método general de diagonalizaciéon parcial de Gauss-Neumann a la matriz
QAB(FP) obtenemos un resultado similar, donde ()..q es una matriz tridiagonal racional de
rango R (el nimero de nodos del grafo I',) cuyos elementos diagonales son una suma de tres

términos representando cada cadena maximal que se conecta a dicho nodo:

B+o+¥% sil=J=1
L+ G+ sil=J=2_,R-1;
AT == G+t B, sil=J=R (1.4)
#, siJ=I-16J=1+1

L 0, en otro caso,
donde los ‘g—f = —lef,...,€,,] son fracciones continuas para una cadena terminal, y % =
—lel, ..., ef”] para una cadena interna. Hemos usado la notacion ¢* para indicar que el orden
de los numeros en la fraccién continua es inverso, i.e. ;’f, = —[efn, ..., el]. Asi, podemos

z q*

reducir cada cadena de I', en un nimero racional g, }% 6 % que es representado como una
fraccién continua, y por lo tanto reducir la matriz de bloques original Q(I',) en una matriz
tridiagonal Qreqa(I',) cuyo tamano depende solo del nimero de nodos de I'y. Es importante

notar que es posible obtener la matriz original Q(I',) a partir de la matriz reducida Qyeqa(I',)-
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1.2. Matriz de enlace racional para una variedad de
grafo M(T',).

En esta seccién construiremos una variedad de grafo tipo “plumbing” M (T",) codificada
por el mismo grafo I',, de la seccién 1.1. Ahora vemos el peso e; como el nimero de Euler del
haz S'-(U(1)-) principal, correspondiente al i-ésimo vértice v;. Ahora definimos el haz M (e;)
asociado a cada vértice v; como el S'-haz sobre S? con nimero de Euler e;, que puede ser

pegado de dos haces triviales sobre D? como sigue [35, 26]

D? x Stuy, D* x S*
H; : 0(D*x 8" =8"x 8" S'xS'=09(D* x S

n(o)- (2000 )

Hay que notar que lo anterior es una descripcion comun del espacio de lentes L(e;, 1), asi que el

donde

espacio total del haz es M (e;) = L(e;, 1). Para realizar la operacién de pegado, que se conoce
como plumbing entre los S'-haces, debemos usar los haces triviales Ma(e;) = Ax S*Up, Ax S?
donde A es una anillo circular o la esfera S? doblemente punteada. La variedad M(T),) se
pega a partir de las variedades My(e;) como sigue [26] : siempre que los vértices v; y v; estén
conectados por un arista o;; en I', pegamos un componente de frontera S* x S' de My(e;)

01
a un componente de frontera S* x S' de M4(e;) mediante el mapeo J = Lo ) A X

S' U, Ax STU; Ax ST Uy, A x S ast que las coordenadas de la base y de la fibra son
intercambiadas bajo la operaciéon de plumbing. Por lo tanto, la arista o;; corresponde al toro
T = S' x S* alo largo del cual las piezas Ma(e;) y Ma(e;) se unen.

Por ejemplo, el plumbing de la cadena mostrada en la figura 1.1 nos da la pegadura
M(NI) Uy (A X Sl UH,A X Sl) Uy---Uy (A X Sl UHkAX Sl) UJM(NJ),

donde M(NT) es un S'-haz asociado con el nodo N'. La cadena entre M(NT) y M(N7)
corresponde al toro grueso fibrado de Seifert (homeomorfo a T? x [0, 1]) en la variedad de
grafo M(I',). Ademads, la cadena maximal terminal mostrada en la figura 1.2 corresponde al
toro solido fibrado de Seifert (homeomorfo a D? x S*) en M(T',). El uso de grafos con nodos
de valencia n = 3 (como en la seccién 1.1) corresponde al plumbing de esferas homolégicas
de Brieskorn (Bh-esferas) (véase apéndice A y/o [36]).

Ahora nétese que cada arista o de T, se relaciona con el toro incrustado T2 C M(T,) y
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la coleccion de todos estos toros corta a la variedad de grafo M(I',) en una unién disjunta
de haces circulares sobre la esfera n veces punteada S*\ U, p, 1 < n < 3, [26, 35]. Tal
coleccién de toros Ty es llamada una estructura de grafo sobre M (I',) por Waldhausen [37].
Ahora bien, queremos definir la subestructura 7;s; C Ty para la estructura de Waldhausen,
que es conocida como estructura de Jaco-Shalen-Johannson (JSJ) del grafo I',,, y especificar la
correspondiente descomposicién JSJ de la variedad de grafo M (I',) en un conjunto de piezas
fibradas de Seifert Mg;(N'). Denotemos C(p) al conjunto de cadenas maximales en el grafo
I',. Este conjunto puede ser escrito como una unién disjunta C(p) = C;(p) | |Ci(p), donde
Ci(p) denota el conjunto de cadenas interiores y Ci(p) el conjunto de cadenas terminales.
Las aristas de I', contenidas en una cadena C' € C(p) corresponden a un conjunto de toros

paralelos en M(T,). Elijamos un toro T¢ entre ellos y definamos

Tisi= || T2 (1.5)

CeCi(p)

Este conjunto de toros forma la descomposicién JSJ de la variedad de grafo M (T',) [38].

Por construccién, cada pieza Mg (NT) (escrita Mg, por facilidad) de la descomposicién
JSJ que corresponde al nodo N’ contiene una tnica pieza My (N') (que escribiremos M)
de la descomposicién de Waldhausen asociada al mismo nodo N’. Se puede extender de una
manera Unica salvo una isotopia la estructura natural de Seifert sin fibras excepcionales en
M, a una fibracién de Seifert en M1 ; con fibras excepcionales. Por lo tanto, la descomposi-
cién JSJ de la variedad M(I',) estd definida completamente por M(I',) = Uf;l Mty donde
R es el nimero de nodos en T, y la barra sobre M significa cerradura de M7 .

Hay que hacer notar que existe cierta incertidumbre en la eleccién del toro TZ para cada
cadena interna que aparece en la estructura JSJ (1.5). Podemos remover este problema de
la siguiente forma: hagamos la extension maxima de la fibraciéon natural de Seifert de cada
M}, y escribamos la pieza tinica fibrada de Seifert obtenida de M (T',) como M. Es claro que
MM #£ () si y sélo si existe una cadena C;; uniendo los nodos N y N”7. Si empezamos
haciendo “plumbing” de las R Bh-esferas {X(al,al,al)|I = 1,..., R}, la resultante variedad
de grafo 3-dimensional serd una esfera homolégica entera [26, 36] (esfera Z-homoldgica),
que en el caso general no tiene una fibracion global de Seifert. Pero podemos construir una
cubierta JSJ M := {M'|I = 1,..., R}, tal que cada M’ sea un espacio fibrado de Seifert y
sea maximal en el sentido descrito antes.

Supongamos que realizamos la operaciéon de “plumbing” de acuerdo al diagrama A,
mostrado en la figura 1.4. Por lo tanto, nuestros diagramas de “plumbing” siempre tendran
pesos primos relativos alrededor de cada nodo correspondiendo a esferas Z-homoldgicas [33].

Ademds, suponemos que el orden de los invariantes de Seifert a! es el siguiente: al < a} <
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al ol ot af
T T R T T T+ + e R R
as ay az ~ay Qg ay az T Qy

Figura 1.4: Diagrama de ”plumbing”A,,.

a} y al < al < al para I > 2. En este caso, la matriz entera de enlace (forma de interseccién)

Q(I'p) que corresponde al grafo I, esta definida (positiva o negativa) si y solo si

abai™ > alalaltal™, (1.6)
para I =1,..., R —1 [33]. W. Neumann mostré en [25] que esta condicién también asegura
que la matriz reducida Q!Z; esta definida.

Construimos el grafo tipo “plumbing” I', para una esfera Z-homolégica, siguiendo [33, 35,
26] (asf obtendremos un grafo del tipo mostrado en la figura 1.3). Antes que nada calculamos
las caracteristicas de las cadenas maximales. Para las cadenas terminales, los nimeros de

Euler ¢! se definen mediante la fraccién continua:

a

o = [e{,...,einl], (1.7)

donde (af,b?), I = 0,..., R+ 1 son los invariantes de Seifert, numerados de las siguiente
manera

a®=ai 0’ =byal =al, ¥ =0 J=1,... R;a"" = alf, b7 =L (1.8)

Para las cadenas internas los nimeros de Euler e/ se definen como

p’ I I
—?: [el,...,em], (1.9)
donde los invariantes de Seifert (p!,q’), I = 1,..., R — 1 caracterizan a los toros gruesos

(thick tori) TT(p!, q') = T? x [0, 1], que se crean por “plumbing” entre los nodos N! y N1+t
ver [34, 26]. Estos invariantes también identifican los espacios de lentes L(p’, ¢') que aparecen

en el V-cobordismo cuatro dimensional [34] (correspondiente al grafo I',) con

I I I+l I T I+1 I+1
P = Gyaz3  —a1a3a; Gy -,

I I I+1 T+1 I+1/20 1 1.1
q¢ = byazy™ +a;" ay" (byaz + ajbs)
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para el orden fijado por el diagrama de la figura 1.4. De esta representacién es claro que para
I=2,...,R—1 el conjunto M! de cubiertas JSJ M tiene la forma

M= ML UTT(p', ¢+« UTT(p", ¢") U ST(a’,b"), (1.10)

donde ST (a’,b") es un toro sélido fibrado de Seifert con invariantes (a’, ) y

p’ I I
—E: [6n17"’761]’ (].1].)

Para los casos de [ =1y I = R las férmulas difieren de (1.10), obteniéndose:
M'' = ML UTT@®, ¢") UST(a® ") U ST (at,bt), (1.12)

M = ME UTT(p" ™, ¢+ U ST (a®, b%) U ST (aF+!, b1+, (1.13)

Ademéds MT N M = TT(p!,¢") = TT(p',qx') I =2,...,R—1. Aqui el simbolo =*
indica que TT(p!,q¢') y TT(p', g¥') son homeomorfos, pero sus estructuras de Seifert son
caracterizadas por diferentes nimeros de Euler definidos por las ecuaciones (1.9) y (1.11)
respectivamente. De este modo, el toro grueso entre los nodos N' y N/*! tiene dos fibraciones
de Seifert: la primera es la extension de la fibracién natural de Seifert definida sobre la
pieza M}, y la segunda se obtiene como extensién de la pieza M‘ﬂf ! Estas fibraciones estdn

conectadas por la matriz [26, 34]:

o —q' pr! _ -1 0 01 -1 0 01 -1 0
pl gx! —e; 1 10 —e 1/ "\ 10 —e, 1 )7

de la siguiente forma. Nétese que las aristas de I', contenidas en la cadena Cj ;41 (entre los
nodos N! y N’*1) corresponden al conjunto de toros paralelos en M(I',). En cualquiera de
estos toros existen dos bases formadas por las lineas de seccion y las fibras que pertenecen

a las fibraciones de Seifert extendidas desde M{, y M‘ﬁf ! que denotamos como el par de

SI 8£+1
2 . 1.14
(ﬁ) ! (ﬁﬂ> 4

Los subindices 2 y 3 indican que X(al,al, al) y B(al™, al™ al™) se pegan a lo largo de las

fibras singulares con invariantes de Seifert a} y ai™, como se muestra en la figura 1.4. Asf,

columnas
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la transformacién entre estas bases se describe mediante

A B A
I1 p'og Jr41 ’
donde p*! es definida a partir de det ST = —(¢fg+! + pipx!) = —1.

. : 2 I 3 I+1
Ahora introducimos las 1-formas base (07, k") y (07,,, 6 )

2 3 I :
/UI = / O'I_H—/ k=1
st skl f

3 I
/ o2 = / 0§+1 = K :/ KT =0,
fr fr+1 st sitt

donde las integrales se calculan sobre cualquier seccién o fibra como, por ejemplo, en [29].

, duales a las bases (1.14) en

el sentido que:

Por lo tanto, obtenemos las transformaciones correspondientes entre las 1-formas duales:
of = —gx'oh  +p'ETY kT =pxlod + ¢ kT (1.15)
Suponemos que las formas o y x son duales respecto al mapeo bilineal definido como

<o, Kk’ >::/ o2 Ndk! = 67 <0?+1,/<e‘] >::/ J§+1/\d/<6J:5}7+1, (1.16)
MInmT MI+1nM7
También usaremos las integrales

AL+ :/ ! /\dﬁl-i-l; ALT :/ ! /\d/if; ALFLIH :/ ol /\dKI—H’
TT(p!,q") TT(pl,q7)

TT(p!,qxT)

que definen los niimeros de enlace (interseccién) de las estructuras fibradas x! y x/*! definidas
sobre los toros gruesos TT(p!, ¢") =2* TT(p', gx'). Podemos obtener la matriz de enlace racio-
nal para TT(p!, ¢"') =* TT(p’, g+") en términos de la multiplicacién de las ecuaciones (1.15)
por dk! y dx!™! e integrando sobre TT (p!, ¢") =* TT(p!, gx'). Aplicando las condiciones de
dualidad (1.16) obtenemos:

I I
ALIFL — ATHLT 1 AL =T g O (1.17)

T I’ T
p p p
Los nimeros racionales A" y ATTLI+1 se conocen también como las clases de Chern de los

V-haces lineales asociados a las fibraciones de Seifert con las formas de conexién invariantes

ante U(1), k' y xT™! sobre los espacios de lentes L(p’, ¢’) v L(p’, gx') respectivamente [29].
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Ahora ya podemos calcular la matriz de enlace racional para la variedad de grafo —M (T'))
(figura 1.3):

K" = —/ KD A dr”. (1.18)
M(Tp)

Aqui integramos sobre —M (I',) para obtener una matriz de enlace definida positivamente.
Esta variedad tiene la orientacién opuesta con respecto a M(I',) que se obtiene por “plum-
bing” directo de las Bh-esferas.

Por la estructura de drbol del grafo I',, y de la primera ecuacién en (1.17) obtenemos que

para I # J los tnicos elementos no cero son

KI,IJrl — KI+1,I —_ _/

)l A dpI Tl — _/ W A dIt =
MInpI+1 TT(p!,q7)

p
para 1 < I < R-1.
Sil=J=2,...,R—1, tenemos

KH:—/ kI A dr! =

M

—/ lQI/\dFLI—/ I<LI/\dl€]—/ kI A dr!.
TT(pI—1,g+1—1) TT(p! ,qT) ST(al,bl)

Aqui estamos usando la descomposicién (1.10) de la pieza M! , ¥ que la integral sobre las
fibraciones triviales de Seifert M{, es cero. Entonces, de acuerdo a las dos tiltimas ecuaciones

en (1.17) obtenemos el elemento de la matriz
-1 0 I
I _ qx* q b
K" =— <—p11 + ]? + ;) ) (1'19)

que también se conoce como clase de Chern del V-haz lineal asociado con la fibraciéon de
Seifert de M.

Para I =1 e I = R los elementos de la matriz son

KH:—/ kI Adk! =
M

—/ k' A dr! — / kYA dr! — / KA dr; (1.20)
ST (a0,60) TT(pt,q%) ST (al,bl)

KRR:—/ kA dRf =

M
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—/ HR/\d/{R—/ HRACZHR—/ KA di"; (1.21)
TT(pR*lg*Rfl) ST((ZR,bR) ST(aR+1,bR+1)
po ql bl q*Rfl bR pR+1
1 _ . [RR _
WG n) e (G ) 02

donde usamos las descomposiciones (1.12) y (1.13) asi como las notaciones mostradas en
(1.8).

Comparando la matriz reducida Qreq(I',) (1.4) con los resultados (1.19) y (1.22) para la
matriz de enlace racional K de la variedad de grafo —M(I',) observamos que K = Qyea(I'p).
Por lo tanto, descomponiendo los invariantes racionales en fracciones continuas conforme con
(1.7), (1.9) y (1.11), podemos crear el grafo I, (relacionado con el diagrama A,) y obtener la
matriz de enlace racional K de —M(I',) simplemente mediante la diagonalizacién de Gauss-

Neumann de la matriz entera Laplaciana de I,



Capitulo 2
Modelo topolégico BF 7-dimensional

En este capitulo construiremos un modelo topoldgico de norma, a saber, una teoria abe-
liana BF sobre un espacio 7-dimensional X* x M _3; topolégicamente no trivial, donde la
3-variedad interna pertenece a la clase de las variedades de grafo M? = —M(T',), que tiene
orientacién opuesta en relacion a la variedad M (I',) obtenida mediante plumbing de acuerdo
al grafo mostrado en la figura 1.3. En este modelo, las matrices de enlace de las variedades
de grafo M? juegan el papel del conjunto de constantes de acoplamiento de tipo BF.

Empezaremos con la accion BF 7-dimensional
S7 = mgk’/ Bg A F4, (21)
X4x M3

donde k es una constante de acoplamiento BF y mg es un parametro de escala para la masa.
La reduccién al espacio tiempo 4-dimensional X* se realiza tomando el siguiente ansatz para

las 3- y 4-formas B3 y Fj:

1 1
B3:(B[@ﬁl_m—OI{Fé(gO])+(Fl®ﬁl+m—()deé®O']); (22)
1 1
F4 = (FI(X)d,‘iI—Fm—OdeZI)@dO']) - d (A[@dlﬂjl—i—m—okHlI)@dO'[) . (23)

Aqui {k!|I =1,..., R} son 1-formas de conexién U(1)®y {o;|I = 1,..., R} son sus 1-formas

duales en el sentido de que

/ O'[/\d/iJ:/ dO’[/\HJ:(S{. (24)
M3 M3

Las 2-formas Fy, Fj, y Bj pertenecen al complejo C2,(X*) de cocadenas de deRham y
HL € Clo(X*) [39, 40]. Hay que hacer notar que localmente F; = dAj, donde los A; son

12
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potenciales abelianos.
Insertando este ansatz en la accién (2.1) y realizando la integracién sobre la variedad de
grafo M? = —M(T',,) obtenemos una versién U(1)" del modelo BF

1
Sy = / <m0kK”BI A Fy+ B NdHp — Fy NFhy = —— Ky Fjy A dHb+
X4 mo

1
mok K" Fr A Fy+ 2F; AdH| + mKUng A ng)) : (2.5)
0

donde K"/ = [, s k" Adk” es la matriz racional de enlace definida en (1.18). La matriz K,
+

inversa a esta matriz racional de enlace, representa la matriz de entradas enteras para el tipo

de variedad de grafo que consideramos en esta tesis. El ansatz (2.2), (2.3) y la accién (2.5)

son invariantes bajo la vasta coleccion de transformaciones topoldgicas:
A[ —>A[+UI; Hé — Hé —mokK”uJ; (26)

B; — By + U7} Fé — Fjé + mOk‘Kqu, (27)

donde las uy son 1-formas arbitrarias y las v; son 2-formas arbitrarias. Estas simetrias se
rompen eligiendo las condiciones de calibracién (2.17). Los tltimos tres términos en (2.5)

constituyen la parte frontera de la accion. Esta accion frontera tiene la siguiente forma

1
Shoundary = / <m0 KK Ap NdAy+2HE N dA; + —kKUHg A dH;:I)) : (2.8)
ax4 Mo

que hace pensar en la accién del sistema fraccional cuantico de Hall (FQH por sus siglas en
inglés). Si definimos el conjunto de campos de norma U(1) de fondo (background) Af, =

mLOH I entonces esta accién puede verse como
1
Sboundary = my /8)(4 (kKIJA[ A\ dAJ -+ 2A£g A dA[ -+ EK]JAég A dAgg) . (29)
Con base en [41] elegimos k = det(K7;) ¥ Shoundary convierte (excepto por el factor comin

mp) en un andlogo de la accién de sistema FQH con R campos de fondo, como fue definido

en la seccién 3 de [42], de ahi podemos asumir que
Al = t' A, (2.10)

aqui ¢/ es un vector de carga del fluido de Hall topolégico [15]. Bajo estas suposiciones
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obtenemos la accion para el sistema jerarquico FQH con un tnico campo “externo” Aey:

SFQH = My / (KIJA[ N dAJ -+ QtIAeXt AN dAI + KIJtItJAext A dAext> ) (21]'>
x4

donde K1/ = det(K7;)K!7 es una matriz entera tridiagonal, que junto con el vector de carga
t7, caracteriza los estados jerdrquicos de Hall generalizados [14], y K;; = K,/ det(K ) es
la matriz racional inversa a K'7 (ver férmula 2 en la Introduccién). El factor de llenado
v = K, tt7 describe la conductividad o = v /27 del fluido de Hall topolégico.

Con las corrientes J; definidas como J; = (1/27) * dA;, las ecuaciones de movimiento
KYdA; +t'dAe = 0, (2.12)
para la accién (2.11) quedan como
Jr = —(1/2m) K pjt” % dAex. (2.13)
Aqui el operador de Hodge * es definido con respecto a la frontera 9.X*. Finalmente obtenemos
the Jp = (v/)27)dAexs = 0 F s, (2.14)

que es una bien conocida ecuacién del efecto FQH. Hay que hacer notar que esta ecuacion
puede ser también obtenida por la variacién de (2.11) con respecto a Aey. Asi que, sobre la
frontera espacial no trivial 9X*, la accién (2.5) induce el efecto jerdrquico FQH.

Podemos suponer que la parte principal (bulk part) de la accién (2.5)
1
Shulk — / (mok;K”B[ ANFy—Fy NFh+ By ANdHY, — —kKUF{7 A dH;;) (2.15)
X4 mo

describe un sistema jerarquico de “cuasiparticulas” en el espacio tiempo 4-dimensional que es
andlogo a los fluidos topolégicos fraccionales [16, 18, 22]. Se mostrard que esta accién contiene
el efecto topoldgico de generacién de masa, que hace remembranza con el investigado en [43] y
permite describir el fenémeno de orden topoldgico en sistemas dinamicos que poseen estados
base con una rendija de masa para todas las excitaciones [19].

Ahora estamos interesados en la derivacién de las ecuaciones clésicas obtenidas de la
accién (2.5), y asi los términos de frontera no afecten el resultado. Asi que podemos considerar

sélo los primeros cuatro términos de la accién y reescribirlos (salvo el término de frontera)
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de la forma siguiente
1
Spp = / (mok:K”B[ NF;—Fy ANFL— Hp NH) — —kKuF}) A dHé) ; (2.16)
X4 mo

donde H; = dBj. La matriz de enlace racional K'’ puede ser interpretada como una matriz
de constantes de acoplamiento del tipo BF, y por lo menos la matriz K7/ describa la jerarquia
de las constantes de acoplamiento de norma (gauge), salvo el factor de escala adimensional
k. Existe un extenso conjunto de modelos de Kaluza-Klein, en los que las colecciones de
constantes de acoplamiento son determinadas principalmente por las matrices de enlace (de
interseccién) de los espacios internos [44, 45, 46].

Elijamos las siguientes condiciones de calibracién:

1 1
FL = 5K” « [y, HY = 5K” x Hj, (2.17)

que rompe las simetrias topolégicas (2.6) y (2.7) de la accién (2.16) (aqui el operador de

Hodge * se define con respecto al espacio tiempo 4-dimensional X*). Entonces resulta

1 1 1
Scalibr:/ KIJ <m0kB]/\FJ_—F[/\*FJ_—H]/\*HJ_
X4 2 2 4

m()]{?

Hay que notar que esta accion difiere, de aquella que describe la teoria efectiva de baja energia
de superconductores con orden topoldgico dada en [19], solo por el dltimo término. Ademaés,

la accién (2.18) tiene dos simetria de norma U(1)® bajo las transformaciones
Ar = Ar+&,  Br— Br+n,, (2.19)

donde &; y n; son 1-formas y 2-formas cerradas respectivamente. Estas transformaciones dan
una generalizacién de las simetrias de norma de la acciéon de materia topoldgica para las
superconductividad topoldgica considerada en [20].

Variando (2.18) con respecto a By y Aj, obtenemos
(O—m?) Fy =2m d* Hp; (2.20)

(O-—m?) Hy = —2m d x I, (2.21)

donde O = d*d*+xd=d es el Laplaciano y m = 2mok es una masa topoldgica [19]. La masa
topoldgica juega el papel de una rendija (gap), caracterizando el estado base de los fluidos
topoldgicos, y al mismo tiempo determina la densidad de energia al vacio para la teoria de

campo efectiva de baja energia, que surge como una teoria de campo topolégico [21]. Hay que
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notar que dicha rendija aparece aqui a partir de un mecanismo topolégico [19, 20] y no de
un parametro de orden local adquiriendo un valor esperado de vacio. Un mecanismo analogo
para la generacién de la masa topolégica es descrito en [43].

Las ecuaciones (2.20) y (2.21) son las ecuaciones de Klein-Gordon para los campos masivos
F; vy H; con fuentes. El sentido fisico de estas ecuaciones dindmicas se vuelve més claro si

las reescribimos en términos de corrientes de “carga eléctrica”
Ji = *Hp, (2.22)
y sus corrientes duales de “flujo magnético”
JI = K"« Fy, (2.23)

analogas a las que se introdujeron en [19, 20]. Las ecuaciones dindmicas para estas corrientes

generalizadas quedan como
(O-m?) x J}, = —2m K" dJ§; (2.24)

(O—m?) = J; = —2m K,dJ),. (2.25)

Estas ecuaciones nos dicen que las corrientes de “flujo magnético” son fuentes para las co-
rrientes de “carga eléctrica” y viceversa.

Las corrientes de materia J¢ y J. describen las excitaciones alrededor de un estado (de
vacio) de orden topoldgico y su teoria de campo efectiva es formulada por estas excitaciones

como un modelo de norma con la acciéon
1 1
Scalibr = B /X4 <m K'Y A AxJS 4+ KppJh Asd? + K1Y T8 AxJ5 — E(]il A de) . (2.26)

obtenida de (2.18). En esta accién, asi como en (2.16), la matriz racional de enlace K7 juega

el rol de las matrices jerarquicas de constantes de acoplamiento de tipo BF.



Capitulo 3

Representacion topologica del

espacio-tiempo

En este capitulo construiremos una coleccién de variedades de grafo M (I') usando como
elementos base una secuencia primaria de Bh-esferas y sus derivadas. El objetivo es calcular
la matriz racional de enlace K para cada una de dichas variedades y utilizar los resultados
para mostrar su relacién con la jerarquia de las constantes de acoplamiento y demostrar que

en dichos célculos aparece el fendmeno de ajuste fino (fine tuning).

3.1. Secuencia primaria de Bh-esferas.

Iniciaremos la construccion del modelo definiendo una secuencia de Bfh-esferas a las que
llamaremos secuencia primaria [47]. Sea p; el i-ésimo nimero primo, es decir, p; = 2,

P =3,p3 =5,p4 = 7,.... La secuencia primaria de Bh-esferas esta definida como

{E+(p2nap2n+17q2nfl)‘n: 071727"'}a (31)

donde py = q_1 =1y ¢ = p1 - - - p;- Ejemplos de dichas Sth-esferas son ¥ (3,5, 2), ¥ (7,11, 30) ,
¥ (13,17,2310)... También incluimos en esta secuencia, como su primer término, una esfera

tridimensional ordinaria S® con fibracién de Seifert determinada por los mapeos
Bpg : S® — S? (3.2)
los cuales, estan definidos como

hpq (21722) - Zf/zga b, q € N (33)

17
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Recordemos que
5 ={(z21,2) € C |z’ + 2" =1}, (3.4)

N/ e CUco xS (3.5)

El mapeo h, describe a la esfera S* en términos de fibracién de Seifert sobre la orbi-
variedad (orbifold) S? (p,q), isomorfo a la esfera S? con dos puntos cénicos caracterizados
por los angulos 27 /p y 27 /q. Denotemos esta esfera tridimensional como ¥ (1,1,2), p = 1,
q = 2. La estructura de fibraciéon de Seifert es fijada por los nimeros p y ¢, pero esta no
es Unica. Formalmente, esta esfera es andloga a las Sfh-esferas. En la notacién se usa un
nimero adicional en la primer entrada (1) que corresponde a una érbita regular arbitraria,
esto nos permitird operar con 3 (1,1,2) de la misma manera que con los otros elementos de
la secuencia.

Asi, tomamos la secuencia primaria de 5 Bh-esferas

Sy = 2(1,1,2) (3.6)
Si = ) (352

Sy = Y (7,11,30),

Sy = Y (13,17,2310),

Si = Y (19,23,510510),

y adoptamos la convencién de llamar a; ; a los primos que representan las fibras de las esferas
de forma que S,, = X (an1, ano, an3). Asi, por ejemplo, as3 representa la tercera fibra de la

esfera Sy, es decir, asz = 30.

3.2. k-derivada de una Bh-esfera.

Dada una Bh-esfera ¥ (ay, as, ag) definimos su k-derivada como la Bh-esfera

W (ay, az, a3) =% (a1, 01, ak + 1) =5 (al", al”, aél)), (3.7)

donde o1 = ajasaz/a; = asas, a = ajasas y k es una constante entera positiva, dicha Bh-

esfera posee invariantes de Seifert

(@, 67y = {(a1,b1) , (01,81) , (ak +1,-1)}, i =1,2,3 (3.8)
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donde 61 = byas + bzas.

Dado que cualquier Sth-esfera tiene fibraciones de Seifert 1inicas, el significado de derivada
de la esfera homolégica coincide con el de derivada de la estructura fibrada de Seifert.

Por induccién, definimos la derivada Z(l) (ay,a9,a3) = > (agl), ag), agl)) para cualquier

orden [. En particular se cumple la relaciéon de recurrencia

aV = gD (a(lfl) + 1) : (3.9)

para el producto de tres invariantes de Seifert al) = agl)ag)ag).

3.3. Diagrama de plumbing.

De acuerdo con la interpretacién general del modelo topolégico BE del capitulo 2, las ma-
trices de enlace juegan el papel de las matrices de constantes de acoplamiento. Ya que nuestro
universo estd caracterizado por al menos cinco interacciones de baja energia (incluyendo la
cosmoldgica), y dado que nuestro modelo debe ser congruente con este hecho observacional,
la matriz racional de enlace K del espacio interno de nuestra variedad de grafo debe tener
rango [ > 5.

Para generar dicha variedad, tomamos la secuencia primaria y calculamos las k-derivadas
de cada Bh-esfera para formar el diagrama de “plumbing” mostrado en la figura 3.1, donde se
puede observar que e = n — [. El numero de Bh-esferas correspondiente al parametro e, coin-
cide con el rango R(e) de la matriz racional de enlace K7/ (e) calculada de los subdiagramas
A, (e) generados al conectar verticalmente las Bh-esferas (ver figura 1.4), y en consecuencia
coincide con el nimero de interacciones de norma definidas por el espacio interno formado
por la variedad de grafo M(e) = —M(T',(e)). Por ultimo, debido a la interpretacion, cada
matriz racional de enlace debe ser definida positiva. Para garantizar esto, debemos asegurar-
nos que se cumpla la condicién (1.6) para la variedad de grafo M (I, (e)) definida negativa
obtenida directamente del “plumbing” de las Bh-esferas y luego calcular la matriz K7 (e)
para la variedad —M (I',(e)) con la férmula (1.18).

Ahora procedemos a construir los espacios internos M (e) para cada uno de los subdia-
gramas A,(e) de la figura 3.1. Los invariantes de Seifert de las Bh-esferas estdn escritos de

la forma a;?, pero también se pueden representar como al(e) , con I = [ + 1, para usar la
misma notacion de la figura 1.4 con el parametro adicional e, que numera los diagramas de
plumbing disjuntos como en la figura 3.1. Asi podemos observar que el diagrama de la figura
3.1 consiste en cinco subdiagramas “plumbing”, cada uno de la forma del mostrado en la

figura 1.4. Claramente existen diferentes maneras de realizar el pegado en cada diagrama,
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e=4 e=3 e=2 e=1 e=20
aop3
n=20 aot
aop2
(1)
ais a (1)
_ aii 131 aqq
n=t O
o]
1 2
423 as1 ag?)) aéll) aé3) aé?
n=2 @ e
@22 ag| ks afy) kY
1) 2) 3) .
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n=3 )—0 ' )—0
KT (TR (1
(1) (2) (3) (4)
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a42 a4<12

Figura 3.1: Diagrama de ”plumbing”

respetaremos el orden de las fibras propuesto en el capitulo 1. Por otro lado, los niimeros k
para la k-derivada se escriben con dos indices, k,gl), estos valores garantizaran que las ma-
trices de enlace de cada una de las variedades de grafo se definan positivamente. Para esto
impondremos una condicién de minimizacion de los coeficientes ks) en cada nivel en el que
se realice la k-derivada, de forma que podamos garantizar mediante la condicién (1.6) que la
matriz de enlace se defina positiva. También es importante remarcar que la obtencién de cada
subdiagrama es independiente con respecto a las k,(ll), es decir, para calcular las Bh-esferas
de cada nivel e minimizamos los valores del proceso; de esto concluimos que podemos tomar
EY = oo = k™ = 1y s6lo obtener el valor de k) para satisfacer dicha condicién (1.6).
En el apéndice B se pueden encontrar todos los valores encontrados para cada uno de los
subdiagramas A,(e). En consecuencia, obteniendo los cinco subdiagramas A,(e) se pueden
construir los grafos I',(e). Estos grafos codifican las variedades de grafo M(e), e € 0,4 defi-
nidas positivas que son interpretadas como variedades internas correspondientes a diferentes

valores del parametro e.
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3.4. Resultados de las matrices racionales de enlace.

Ahora procedemos a mostrar con detalle el cdlculo para cada uno de los elementos no
nulos, que conforman las diferentes matrices racionales de enlace K7 (e), correspondientes
a cada una de las variedades de grafo M(e) presentadas en el diagrama de plumbing de la
seccion anterior.

Para mostrar de manera més clara los resultados utilizaremos la notacién S, n € 0,4
dada para las Bh-esferas de la secuencia primaria (3.6), asi como Sg) para indicar la aplicacion
[ veces de la k-derivada sobre S,, (recordando que los valores de las constantes kY varian de
acuerdo al subdiagrama A,(e) que se desea obtener).

Para el caso e = 4, la matriz de enlace corresponde con el numero de Euler de la esfera
Sy = M (4), es decir,

5 200933 -3

K'(4) = = —“ ~ 448 x 1072, 3.10
W=19 " 510510 T 23 % (3.10)

Para e = 3, la variedad de grafo M (3) resulta de hacer “plumbing” de las Bh-esferas
Sg—Sil) a lo largo de las fibras excepcionales ass y a%). Asi, los elementos no cero de la

matriz racional de enlace son:

2 + —88567869829 ~ 217 % 1076

11 _ 4 4 =2
K (3> 13 + 17 466041007740

22 _ =5 3089929 —2089 —~ —17
K (3> = To T 11741730 T 66041007740 2.22 x 10 (3'11>
K12(3> = _4660411007740 ~ =215 x 10712

Para e = 2, la variedad de grafo M (2) resulta de hacer “plumbing” sobre las 3 Bh-esferas
SQ—Sél)—S£2), a lo largo de las fibras excepcionales as3 y ag?, y de a%) y a%). Los

elementos no cero de la matriz racional de enlace son:

1, 1 , —1531537 -3
7 + 11 + 6636660 2.99 x 10

2
4 —13 —601177010295723703913 ~10
2 15 T 6630660 T TonssaTr2c06s3ionzotco > 0-08 X 10

KH(2) =
K*(2) =
K3(2) = I_95 4+ 689341120054429 —39257 ~ 4.04 x 10734 (3.12)
K2(2) =
K*(2) =

2619496256206830 + 1953837726068319020160
2 ~ —151 x 1077
2

_ 1 ~ _ —22
1953837726068319020160 5.12 %1077,

1
6636660

Para e = 1, la variedad de grafo M(1) es el resultado de hacer “plumbing” sobre las
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1 2 3 . :
Bh-esferas 5 Sé ) S§ ) Sfl ). Obtenemos para la matriz racional de enlace:
)=z 41480 -2
K1) =5 +3 ) + o5 = 833 x 10
22(1) — 1 —11988564648107 —6
K*(1) = 7 + 5555 + Sasosmasorzen. ~ 9-62 % 10
33(1) — 4 —323 —15280072342108259958559713567107013122386613 —21
K7(1) = 13 + Simsosr3507360 T 9600235 L1247 11187627 13 1s3357asoroi2rsozige. ~ 2-00 X 10
K*(1) = =5 4 34308803181407992475839813208020 — 20047766957
19 T 130373452089350371408191200535930 ' 29660235112471118762743483357286701277802160

K12(1) = —gE ~ —1.08x 107

K?(1) = le’ﬁo?%o —-1.19 x 107+

K*(1) = — pommmimriserisssmsemommsm ~ —2-01 x 1074,

(3.13)

Por tltimo, para e = 0, la variedad de grafo M(0) que resulta de la pegadura de las
Bh-esferas Sy Sfl) 852) S§3) Sf) tiene como elementos de su matriz racional de
enlace:

K10)=9+19 + 31 ~ 0.96875,

K 1

(0)
22(0) — + + —32030467 ~ 7921 % 1073’
(0)

69399345
33 _ l —13 —7399970787416156625299392607 ~_ —12
K(0) = 7 + 69399345 + 51799863435203418336200490960 L.76 > 10 )
44 _ 4 —762623
K (0) 13 + 51799863435203418336200490960+
—9864555818534855297888748326721335173456647233646233412379742243185343546551763058385313
32059806410238279718139966062484464209573437243152889136180581555726013473961031111880160

~ 3.68 x 1074,

K55(0) — =5 84986185048470683619597440588949913929045173055232557772918123429 4
9 322947503184188597754470274238009672930371657609883719537088869030
—5224868486304546518657
32059806410238279718139966062484464209573437243152889136180581555726013473961031111880160

~ 2.66 x 107134,
K'2(0) = —5 ~ —0.03125,

23 _ 1 8
K*(0) = — 593003 ~ —1.44 x 10~
34 _ 1 29
K (0) o 51799863435203418336200490960 —1.93 % 107
K45(0) - _ 1
32059806410238279718139966062484464209573437243152889136180581555726013473961031111880160

~ —3.12 x 10789,
(3.14)

3.5. Jerarquia de las constantes de acoplamiento.

Recordemos que en el modelo BF presentado en el capitulo 2, una matriz racional de
enlace K’/ de una variedad de grafo M f’; es interpretada como una matriz que describe la
jerarquia de las constantes de acoplamiento de norma, las cuales aparecen como resultado de

la reduccién de la variedad 7-dimensional X* x M 2 a el espacio-tiempo 4-dimensional X 4,
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Qlexperimental KII (O)

g ~ 1 9.69 x 107!
Qo = 7.30 x 1073 7.21 x 1073
Qldebil = 3.04 x 10_12 1.76 x 10_12
Qg = 6.86 x 1074 3.68 x 10~
Qleosm = 1.48 x 107123 | 2,66 x 107134

QY | W N |~

INFIEIE =1

Tabla 3.1: Constantes de acoplamientos adimensionales de baja energia vs. elementos de la
diagonal de K71(0).

Reescribimos la matriz racional de enlace K77 (0) (3.14) de la variedad de grafo M (0) como

9.69 x 10! —-3.13x102% 0 0 0
—3.13x10% 7.21x10°% —1.44x10% 0 0

KY0)=1| o —1.44 x 10® 1.76 x 102 —1.93 x 10% 0
0 0 ~1.93 x 10 3.68 x 10** —3.12 x 10
0 0 0 —3.12x 10% 2.66 x 107134

(3.15)

Los elementos de la diagonal de K7/(0) tienen una jerarquia cercana a cada una de las
constantes de acoplamiento de baja energia adimensionales (DLEC), como puede verse en el
cuadro 3.1 . Asi, es natural suponer que los elementos de la diagonal de las otras matrices
racionales de enlace K1/ (e), e € 1,4, asf como sus valores propios [48], simulan la jerarquia
de las constantes de acoplamiento en el vacio de las interacciones fundamentales actuando
en los estados caracterizados por densidades més altas de energia de vacio (debido a esto
nos referiremos a e como pardametro de escala de energia discreta). La secuencia de estos
estados corresponden a los cambios sucesivos de la estructura topologica del espacio extra
dimensional M? (e).

Estas transformaciones topoldgicas de los espacios internos inducen cambios al niimero de
campos abelianos de norma A;(e) (donde I = 1,..., R(e) = rankK'7(e)), y de sus jerarquias
de constantes de acoplamiento descritas por las matrices K’7(e). Por lo tanto, nuestro mo-
delo incluye cierto esquema de “unificacion” de las interacciones abelianas de tipo BF en el

siguiente sentido. La matriz de enlace K1/(1) tiene rango 4 y, por lo tanto, describe un esta-

La constante adimensional g es la constante de acoplamiento fuerte de gauge en el régimen de
acoplamiento fuerte de la cromodindmica cudntica. La constante (electromagnética) de estructura fina es

Qe = €2/he. La constante adimensional de interaccién débil es agay = (Gr/hc)(mec/h)”. La cons-
tante de acoplamiento adimensional es a,. = 87GmZ/hc. La constante cosmoldgica adimensional es
Qeosm = PA = Puacio/ PPlanck- S€leccionamos cinco constantes de acoplamiento (y sus combinaciones) de

31 constantes fisicas adimensionales requeridas por la fisica de particulas y la cosmologia que se indican en
[3], las cuales caracterizan la aproximacién de baja energia al modelo estdndar extendido.
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do con cuatro interacciones. Este estado puede ser asociado con la densidad de energia en el
vacio que corresponde a la estructura topoldgica del espacio interno descrito por la variedad
de grafo M(1). De cualquier forma serfa muy arriesgado conectar (al menos directamente)
esta “unificaciéon” con la unificacién en el marco del modelo estandar extendido por gravita-
cién, ver [3], ya que en nuestro modelo cinco interacciones de baja energia (con constantes
de acoplamiento caracterizadas por K?7(0)) son reemplazadas por cuatro interacciones con

diferente jerarquia descrita por

833x 102 —1.08x10% 0 0
—1.08 x 10 9.62 x 106 —1.19x 10" 0

KY(1) = (3.16)
0 —1.19 x 10" 2,50 x 102 —2.01 x 104
0 0 —2.01 x 10* 1.63 x 1077

Con las mismas reservas se puede relacionar la matriz
299 x 10 —1.51x 107 0
K"Y(©2)=| —151x107 658 x 100 —512x 1022 |, (3.17)

0 —5.12 x 1022 4.04 x 103

con las teorfas de gran unificacién (GUT) extendida por “gravitacién de alta energia”, K?2(2),

y “constante cosmolégica de alta energfa”, K33(2). La siguiente matriz

(3.18)

K19(3) = ( 217 x 100 —2.15 x 10712 ) |

—2.15 x 1012 2.22 x 10717

puede ser asociada con una super unificacién incluyendo alguna versién de “gravedad de alta
energia”, ya que de las cinco interacciones de baja energia (e = 0) s6lo sobreviven dos de ellas
que corresponden a las constantes de acoplamiento “gravitacional de alta energia”, K (3),
y “cosmoldgica de alta energia”, K*2(3). En este modelo, seria natural asociar la matriz de
1x1

K'7(4) = (4.48 x 107)

con las escalas de Planck, ya que a este nivel la tnica interaccién se mantiene. Resulta claro
que para que estas relaciones tengan sentido se tendria que introducir algunas estructuras
extras (como métrica) en la variedad 7-dimensional X* x M3,y entonces construir sobre ellas
las teorias de campo con grados de libertad locales. En este trabajo nos limitamos al nivel

puramente topolégico para obtener la jerarquia de las constantes de acoplamiento.



Capitulo 4
Ajuste fino

En este capitulo se abordara un resultado proveniente del célculo de las matrices racionales
de enlace K7 (e) en el capitulo 3. La aparicién en los calculos de los elementos de la diagonal
de un fenémeno numérico de eliminacion casi nula que asociamos al conocido ajuste fino.

Primero procedemos a discutir el efecto de ajuste fino (fine tuning) para las constantes de
acoplamiento de acuerdo a como se modela en nuestro esquema. El problema de la constante
cosmoldgica sugiere fuertemente la existencia de un mecanismo de ajuste fino ya que la
densidad de energia empirica del vacio cosmoldgico es al menos 60 érdenes de magnitud mas
pequena que sus contribuciones tedricas. Notemos que en la teoria de campo cudntico algunas
contribuciones a la densidad de vacio son evaluadas de la siguiente forma (ver [8, 4, 49, 50]): de
la teorfa estandar (200GeV)* ~ 10757; de la escala de rompimiento de supersimetrias a baja
energia (103GeV)? ~ 107%; de los esquemas de gran unificacién (103GeV)* — (10'6GeV)* ~
1072*—10~"'2 (dependiendo del modelo); de la gravedad cudntica (10'GeV)* & 1. La densidad

del vacio se evaliia experimentalmente en [1, 2, 3] y estd dada por
pp = (1.35 4 0.15) x 1071%%

coOmo se mencionod en la Introduccion. En nuestra referencia, un enorme efecto de ajuste
fino para la constante cosmoldgica es modelado y es propio de las propiedades topolégicas de
las variedades de grafo que se consideran.

Hay que notar que en nuestro modelo la “constante cosmoldgica dindmica” (o sucesion
de escalas de energia al vacio) esté asociada con los tiltimos elementos diagonales K% (e) =
K57%%7¢(¢) de las matrices racionales de enlace de las variedades de grafo {M? (e)|e € 0,4} y
conlleva un cambio cuando la topologia del espacio extra-dimensional se transforma. Asi, la
constante cosmoldgica, entendida como densidad de energia de vacio, depende del parametro

discreto de energia e. Escribimos ahora los elementos K°~¢°~¢(e) de forma que se demuestre

25
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el ajuste fino de la constante cosmoldgica correspondiente a los diferentes niveles marcados
por el parametro de energia e.
Si revisamos detenidamente el cdlculo para la obtencién de K5 (0) en (3.14) podemos ver

que se realiza como

K%(0) = Z bf(o) : (4.1)

i=1 al(o)
donde
bh(0) _ =5
a(0) — 197
b2(0) _ 84986185048470683619597440588949913929045173055232557772918123429
a2(0) — 322047503184188597754470274238009672930371657609883719537088869030 7
b3(0) _
az(0)

—5224868486304546518657
32059806410238279718139966062484464209573437243152889136180581555726013473961031111880160 *

El ajuste fino se puede ver claramente de la siguiente forma. Los dos primeros términos

tienen orden 107!

b1(0) __
a1(0) -
—0.26315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473 68...,
b2(0)
a2(0)

0.26315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473 70...,

y su suma es

1.629725525927064843047085356241132473717675047642589547871480144872 70... x 10757,
El tercer término es
—1.62972552592706484304708535624113247371767504764258954787148014487243... x 107°7,

con lo que el resultado final de la suma es

3

R0 =30

(=

= 2.656005289... x 10713, (4.2)

Q

El ajuste fino para la constante cosmolégica es impresionante, tenemos dos términos de orden
107! y uno de orden 10757 que se cancelan mutuamente con una precisién de 107134,

El mismo proceso puede identificarse para cada uno de los elementos finales de la diagonal
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de las matrices K17 (), en el caso de

donde
b1(1) =5
a1 (1) 197
ba(1) __ 34308803181407992475839813298929
az(1) — 130373452089350371408191290535930 '
b3(1) _ —20047766957
az(1) — 49660235112471118762743483357286701277802160 °

El ajuste fino se muestra de la misma manera que en el caso anterior. Los dos primeros

términos tienen orden 107!:

bl(&) —0.263157894736842105263157894736842 105263...,
20— ().263157894736842105263157894736842 508961...,

1
az2(0

> Q
—

=

y su suma
4.03698591269162697216671705018608 3299... x 1073%,

El tercer término de la suma es
—4.03698591269162697216671705018608 1669... x 10_34,

que al sumarse de nuevo muestra un gran ajuste:

3

bi(1
K*(1) = Z 8 = 1.629725526983... x 107", (4.4)
i=1 ¢

S

Podemos observar que este valor y el valor absoluto del sumando

bs(0)
a3(0>

= —1.629725525927... x 107 (4.5)

en el cdlculo de la constante K°°(0) coinciden hasta el octavo orden, lo cual resulta sorpren-

dente especialmente si consideramos sus representaciones en forma de fraccion:

K4(1) = 26869
164868252691154276926871239187866021757572803005236098566405242449679440 °

b3(0) __

az(0)

—5224868486304546518657
32059806410238279718139966062484464209573437243152889136180581555726013473961031111880160 *
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Para el caso e = 2 tenemos
> bi(2)
E¥(2) =) @) (4.6)
i=1

1S

donde

A& — 12 = —0.263157894736842105,

b2(2) _ 689341120054429 __
az(Q) = 2619496556206530 — 0.2631578947368421 25355...,

b3(2) __ —39257 _ 17
az@) = 9538377 26065319020160 — —2.0092252020845316 11154... x 10717,

La suma de los dos primeros términos es

b1(2) b2(2) 1 o 17
20+ 20 — romssm = 2-0092252020845316 51537 x 10717,

donde de nuevo vemos el ajuste fino con el tercer sumando, para obtener

3
bi(2
E#(2) =) G'EQ; — 4.0383227651... x 10734,
i=1 "

Véase que de nuevo, el valor de K?3(2) coincide (aunque s6lo hasta segundo orden) con la

tercera contribucién de K44(1), 2223 = —4.0369859126... x 10734,

Para e = 3, el efecto continta,

K22(3) _ Z b1(3) :

donde

hi(3) _ T2 = —0.263157894736842105,

)

b2(3) __ 3089929 _

o =t = 0.263157899219280293449...,
) = _ _
;= g9 = —4.482438 165968 077 047 742... x 1079,

La suma de los dos primeros términos es

DO+ 20— e = 4482438188185 933508 318... x 1077,

donde de nuevo vemos el ajuste fino con el tercer sumando, para obtener

= 2.221 785646 057 599 524 367 x 10717,

K22(3) = Z ()

Véase que de nuevo, el valor de K?*(3) coincide (aunque s6lo hasta primer orden) con la
tercera contribucién de K3 (2).

Por 1ltimo, en el caso de e = 4,
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3

=1 ai(4)’
donde
2l — 2 = —0.263157894736842105,
b2(4) _ 200933 _
200 = 200983 — (.393 592 681827 975 945 623 004...,
25 = 32 = —0.130434 782608 695 652 173913 ....

La suma de los dos primeros términos es

b1(3) b2(3) _ 1265177 __
all(3) + ai(?)) = S690¢00 0.130434 787091 133 840 359 846...,

y aunque el efecto ya no es tan impresionante, se sigue dando la cancelacion de orden al

sumar la tercer fraccién, obteniendo

3

bi(4
E'M4) =) () _ 4 482438188 185933 508... x 1079, (4.7)
= ai4)

en este ultimo caso, la coincidencia entre K''(4) y la tercera contribucién de K?%(3) es hasta

Q

el octavo orden de nuevo.

Podemos ver que cada constante “cosmoldgica” tiene la misma contribucion —-%, cuyo

5
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valor absoluto es de orden 107!, y otro término del mismo orden pero positivo que lo compensa
con gran precision. El resultado de esta compensacion de los dos primeros términos presenta
el mismo orden del tercer término, y lo compensa con exactitud sorprendente, para permitir
una eliminacién casi nula que reduce el orden del resultado a la mitad. El proceso sélo
presenta un efecto de menor refinamiento en la férmula (4.7) que muestra un ajuste fino més
débil. Otra cuestién que es importante hacer notar es que cada constante de acoplamiento
K57¢57¢ (¢) para e € 1,4, tiene el mismo orden del tercer término de la expresién para e — 1.

Por tdltimo, hay que remarcar que el proceso se forma con 3 fracciones debido al uso de
Bh-esferas para la construccién de las variedades de grafo. Estas Bh-esferas son el caso mas
simple para las esferas homoldgicas fibradas de Seifert (Sth-esferas) que pueden, en general,
tener un nimero arbitrario finito de érbitas excepcionales (ver apéndice A), por lo que el uso

de Sfh-esferas en general llevaria al mismo tipo de férmulas pero con un ntmero arbitrario

(pero finito) de términos.



Capitulo 5
Calculo del rango de ()

En este capitulo se abordara el problema de como obtener la matriz () relacionada al
grafo I', a partir de K'/. Para lograr esto tltimo, es necesario desarrollar en forma de
fraccién continua los elementos de la matriz de enlace K de la variedad de grafo M (I',).
Debido a la magnitud de orden de los valores de los ultimos elementos de K, el calculo de la
forma tradicional se vuelve imposible con los tiempos de calculo computacional actuales, por
lo que fue necesario desarrollar un nuevo algoritmo de obtencién del desarrollo de fracciones
continuas que reduce enormemente el nimero de calculos implicados en el proceso contra el

algoritmo tradicional.

5.1. Rango de la matriz Q).

En el capitulo 1 demostramos que la matriz Q),q (1.4), obtenida mediante la aplicacién de
la diagonalizacion parcial de Gauss-Neumann a la matriz Laplaciana () del grafo I',, coincidia
con la matriz racional de enlace K (1.18) de la variedad de grafo M (I',). Ahora ilustraremos
como obtener la matriz () a partir de la matriz K, que fue calculada en el capitulo 3 para
diferentes variedades de grafo M (e). La idea bésica es descomponer las fracciones continuas
(1.3) que aparecen en cada submatriz B,.q (1.2), para obtener los nimeros de Euler para
cada vértice del grafo I',, y, con ello, obtener el rango de la matriz ). Dicha descomposicién

es simple y se puede obtener mediante un algoritmo sencillo de programar [31].

b1(0)
a1(0)

del primer elemento diagonal de la matriz K (0) (3.14). De acuerdo con lo establecido en el

’ I , 0 <z
capitulo 1, {7 = —[el, ... ,efnl] asi que debemos descomponer _Ziéo)) = % como fraccién con-

tinua obteniendo % =4- % = [4, 5] lo cual nos indica la existencia de una cadena terminal de

Como ejemplo ilustrativo tomemos la fraccién = I—é’ que se encuentra en la suma

dos vértices en I',. La mayor parte de las fracciones §, para cadenas terminales, y §, para ca-

denas internas, se descomponen facilmente en fracciones continuas para obtener el nimero de

30



CAPITULO 5. CALCULO DEL RANGO DE Q 31

vértices en cada cadena. En el apéndice C se pueden ver los detalles de cada una de ellas. Sin
embargo, al llegar a las cadenas que conforman el grafo I'y, para las Bh-esferas generadas con

los primos mayores en la secuencia primaria, la longitud de estas fracciones continuas aumenta

bs(3) _ _ —2089
a3(3) ~ 466041007740

nemos H00LATTH0 — [223092872,2,2,2,2,2,2,2,2,4,2,2,2,3,2,2,6], que implica que dicha

cadena contiene 17 vértices. El caso mas excepcional dentro de nuestros calculos se da para el
b3(0) —5224868486304546518657

a3(0) — 32059806410238279718139966062484464209573437243152889136180581555726013473961031 111880160’
en el que la descomposicion, mediante el algoritmo tradicional de residuos para obtener frac-

enormemente. Para ilustrar esto podemos tomar el caso de en el que obte-

elemento

ciones continuas, es inutilizable debido a que la longitud de dicha fracciéon continua resulta
401912960484965116823 =~ 4.02 x 10?°. Lo anterior llevé a desarrollar un algoritmo alterna-
tivo para la obtencién de la longitud de dichas fracciones continuas, el cudl se presenta a

continuacion.

5.2. Demostracién del algoritmo para la obtencién de

fracciones continuas.

Sea § una fraccion con p,q € N, p > g. Tomemos n;, = EJ y r1 = pmod q (es decir, el
cociente y residuo de dividir p entre ¢), entonces

— 1
g Tl:nl—i—l— 7

q—ri

= 1
q

(5.1)

p_mg+rn
q

donde podemos notar que el 1 adicionado a n; aparece debido a nuestra definicién de fraccion

continua mediante substracciones. Ahora analizamos el denominador de la ultima fraccién

q
q—r1’

entre ¢ — r; y obtenemos

en la que ¢ > ¢ — r1. De nuevo tomamos ns, 79 como cociente y residuo de dividir ¢

—ry)ne +1r
q :(q 1) N2 2 oyt 1—
q—T1 q—T1 q—"

—ry—=r 1
u:nz—i_l_ q—r1_7

q—r1—"r2

y asi sucesivamente, por lo que notamos que la descomposicién continta y el denominador

de la ultima fraccion después de repetir m veces el proceso serd

q—T1— ... = Tm-1

q—7T1— . = Tim—1 —Tm

: (5.2)

por lo que el punto fundamental sera cuantas veces debe repetirse el proceso para que la
raccion continu rmin u uan — T =Ty — . — Ty = n cu
fraccién continua sea dete ada, lo que pasa cuando 1, en cuyo

caso la longitud de la fraccion seria m + 1.
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Por otro lado, analicemos la fraccién —*- con x > 2r, en este caso el cociente es 1 y un

calculo directo muestra que

-2 1 1
- = r:2_W:2_2—1>

(5.3)

r—r r—r

donde observamos que la diferencia entre numerador y denominador se mantiene constante,

z—kr
xz—(k+1)r

(k + 1) r < r que significa que el cociente ya no serd igual a 1 y debemos reiniciar el proceso

por lo que podemos repetir el proceso k veces hasta obtener la fraccién donde =z —
hasta que de nuevo obtengamos un cociente igual a 1. Debido a que durante el proceso los
valores van decreciendo debemos llegar ar =1 0 x = 1. En el caso r = 1, obtendriamos una

fraccion de la forma —*; que se descompone como

en donde podemos observar que después de x —2 descomposiciones el denominador resultante
seria de la forma % = 2 y la fraccion continua estaria calculada en su totalidad. Por otro lado,
si z = 1 la fraccion tiene numerador 1 y el proceso también esta terminado. En este punto,

podemos observar que la fraccién (5.1) se puede reescribir como
p__ P
¢ p—(p—q)

y cumple la descomposicién en (5.3) si p < 2¢, asi que podemos resumir en este caso el

proceso de descomposicién obteniendo el menor nimero k que haga que £ > - — 1, que

p—q

podemos reescribir como k = L’%‘JJ' Revisando este resultado, podemos inferir que para

fracciones en las que p > 2¢ (hay que notar que p = 2¢g implicaria que la fraccién es de hecho
un nimero entero), el proceso lleva a realizar la descomposicién hasta obtener la condicién

p < 2q y entonces encontrar k que representa el nimero de descomposicién con cociente 1.

q
pmod q

Pero podemos resumir ain més el algoritmo si notamos que la fraccién k = L J incluye
el valor de k£ junto con el niimero de cocientes diferentes a 1 obtenidos en la descomposicién
previa a obtener un cociente igual a 1. Esto se debe a que pmod q representa el valor de r
en (5.3) y por tanto k nos indica el niimero de veces que debemos repetir la descomposicién
hasta que no se cumpla la condicion x > 2r.

Es importante indicar que mediante este procedimiento, no sélo obtenemos de manera
directa la longitud de la fracciéon continua, sino que podemos obtener dicha fraccién si reali-
zamos la descomposicion manual y, cada vez que encontremos un cociente igual a 1, tomamos

el valor de k para calcular la cantidad de cocientes 1 que apareceran hasta que la condicién
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no se cumpla y obtengamos un cociente diferente de 1. Es decir, s; = L%J + 1 nos entrega el

cociente necesario para continuar descomponiendo la fraccién continua y k; = L‘{—J nos dice
k2

cuantos términos de la descomposicion pasaran hasta obtener de nuevo s; > 2.

Sea la fraccién original %, con p; > q1, hacemos 7 =10

Repetir

Aumentar ¢ en uno

Hacer r; = p;modq;, s; = L%J +1, k= L%J’ Giv1 = qmodr; ¥ piy1 = qip1+71;
Hasta que 7, =1 6 qy1 =1

K2
Si r;, =1 entonces L = Zk‘j.

J=1

Si @11 =1 entonces L=1+ Z k;.
j=1

Algoritmo 5.1: Fracciones continuas

Finalmente, podemos resumir el algoritmo como se muestra en el recuadro. En dicho
algoritmo, L representa la longitud de la fraccién continua que representa a %, que se forma
por cada valor s; y una cadena de k; — 1 términos igual a 2. En el caso de ¢;11 = 1 se anade

a la fraccion como ultimo término p;, 1.

5.3. Ejemplos de aplicacion del algoritmo.

Un ejemplo de calculo para el primer caso del algoritmo anterior es la fraccion %, donde
p1 = 2339y ¢1 = 110.

Hacemos

r1 = 2339mod 110 = 29,

2339
2l +1=22
{110JJr ’

110
khk = |—1| =3
1 \‘QQJ )
¢ = 110mod29 = 23,
Py = 23429 =52

S1 =
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Como 1 # 1y g2 # 1, repetimos el proceso, asi que hacemos

De nuevo repetimos con

&)
52
ko

qs3
b3

rs

53

ks

— 52mod 23 = 6,

52
= _— 1 =
] +1-3

23
pr— —_— :3
-2
= 23mod6 =5,
= 5H+6=11.

= 1lmodb =1,

11
5] eree

- [t

3

donde paramos ya que r3 = 1. Por lo tanto, L = Z kj =Fki+ko+ks =3+3+5=11. Este

=1

resultado se puede verificar directamente al encontrar

Para el segundo caso del algoritmo podemos tomar la fraccién

Hacemos

2339
110

=[22,2,2,3,2,2,3,2,2,2,2 =22 -

T

51

q2
P2

210785 mod 167 = 31,
210785
167

167

=5
B
167 mod 31 = 12,
31 + 12 = 43.

J +1 = 1263,

210785
167

donde p; = 210785
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Repetimos ahora con

ro = 43mod12 =7,

43
52 \‘12J + )

12
kQ = \‘7J - 1,
3 = 12mod7 =5,

Repetimos de nuevo, pero ahora con

r3 = 12modb = 2,

12
S3 = \‘FJ—Fl:S,

5
kg - \‘aJ - 2,

qgs = dmod2=1,
ps = 1+2:37

3
donde paramos ya que ¢4 = 1. Finalmente calculamos L =1 + Z ki =14k +Fky+ ks =
j=1
14+5+1+2=09. De nuevo, podemos verificar esto con

210785 1
= [1263,2,2,2,2,4,3,2,3] = 1263 — - .
167 2 — -

5.4. Uso del algoritmo para calcular el rango de la ma-
triz Q.

Ahora podemos usar el algoritmo para encontrar la longitud de las fracciones continuas
de los elementos diagonales de la matriz racional de enlace K de la variedad de grafo M (T',).
En especial el caso K (0) en el que la longitud de dichas fracciones exigen el uso de dicho

algoritmo. Ilustraremos aqui el calculo para la fraccién continua de mayor longitud — Z;((g)) , el

resto de los resultados los escribimos en el apéndice C.
Tomemos entonces p; = 32059 806 410 238 279 718 139 966 062 484 464 209 573 437 243 152...
...889136 180 581 555 726 013473961 031 111 880 160 y ¢; = 5224868486304546518657 (en don-
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de respetamos la notacion general del algoritmo ¢ ain cuando este valor representa ¢*).

Calculamos

ry = pymodq = 13,

ki = {EJ = 401912960484965116819,

1
¢ = ¢qamodry =10,

p2 = qa+1r1 =23,
y como 71 # 1,y # 1, calculamos

ry = pymodge =3,

ky = FJ::&,
T2
3 = g@amodry =1,

donde dejamos de iterar, ya que g3 = 1. Asi que la longitud de la fracciéon continua que

a3 (0)
b3(0)

representa a — es

2
L=1+ Z k; =14 401912960484965116819 + 3 = 401 912960 484 965 116 823.

i=1

a3(0)
b3(0)

De hecho no es complicado encontrar que la fracciéon — puede ser escrita como

[6136002560499583357334935210522183785677061494587790671204688511572,2, ...,2, 3,2, 2, 4]

donde los puntos suspensivos representan 401912960484965116818 ntimeros 2 de igual niimero
de fracciones cuyo cociente es 1. Este resultado ilustra claramente que el calculo de estas
fracciones continuas, mediante el clasico método de los residuos, resulta imposible para la
mayoria de las computadoras actuales. Para ilustrar esto, la computadora mas rapida del
mundo al momento de escribir este trabajo, la Tianhe-2, tiene un rendimiento probado de
33.89 x 10" FLOPS (operaciones de punto flotante por segundo), por lo que le tomarfa un
estimado de 10* segundos (= 3 horas) obtener la descomposicién anterior. De hecho, sélo las
4 computadoras mas répidas del mundo podrian hacerlo en menos de 24 horas'.

Usando los resultados obtenidos para todos los elementos de la matriz racional K55 pode-

mos concluir que la matriz @) correspondiente al grafo I',, tiene un rango (y por ende, nimero

L“TOP #1 SYSTEMS” en Organizacién Top500 (sitio web), consultada 29 de abril de 2015,
http://www.top500.org/featured /top-systems/
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de vértices) igual a 401912960484965225793 ~ 4.02 x 10?°. El resultado anterior muestra que
el grafo I';, que sirve como base para la variedad M (I',) se compone de un nimero enorme
(del orden 10%°) de vértices. Toda esta informacién se encuentra comprimida en la matriz
racional K, que en nuestro modelo integra la informacién sobre la jerarquia sobre las cinco
interacciones fundamentales. Asi que para describir dicha jerarquia es necesario iniciar con
un enorme grafo como I', que codifica el espacio de grafo M (I',) en la aproximacién mediante

un modelo 7-dimensional de Kaluza-Klein.



Conclusiones

El presente trabajo muestra un acercamiento a la representacion del problema de jerarquia
de las constantes de acoplamiento mediante un modelo puramente topologico. Es importante
resaltar que las piezas fundamentales de dicho modelo son las esferas de Brieskorn, pero
en primera instancia son los niimeros primos que se toman para generarlas. En ese sentido,
podemos decir que el modelo se crea a partir de una secuencia primaria de niimeros primos
y, a partir de ellos, se obtienen todos los resultados mostrados en este trabajo.

Debido a que se pudo demostrar que en este modelo topolégico de tipo BF, bajo el
procedimiento de Kaluza-Klein, la matriz racional de enlace K de la variedad de grafo M (I'))
queda en el lugar donde usualmente se encuentra la matriz de constantes de acoplamiento,
podemos concluir que tenemos un modelo congruente para obtener resultados especificos
acerca del problema de jerarquia planteado. De esta forma, podemos concluir que el modelo
(que inicialmente se genera bajo un espacio de grafo visto como un complejo simplicial) puede
ligarse con el problema que se quiere resolver y, obtener resultados mediante calculos bien
conocidos de grafos y de variedades de grafos. Ademas, se mostré que la informacion contenida
en la matriz Laplaciana @) del grafo I',, sobre el que se forma el espacio de grafo M (T',),
es de hecho la misma que la contenida en la matriz racional de enlace K de la variedad 3-
dimensional M (I',), y no sélo eso, sino que ambas se conectan mediante una relacién sencilla,
como lo son las fracciones continuas y la diagonalizacion parcial de Gauss-Neumann.

Es importante hacer notar que la matriz () es entera y se forma de unos cudantos ntimeros
enteros distintos (c6mo se mostré en el apéndice C), repetidos una gran cantidad de veces. De
hecho, debido a esta cantidad, es que fue necesario desarrollar un algoritmo novedoso para
calcular de manera compacta el desarrollo en fracciones continuas, para poder demostrar
(capitulo 5) que el rango de @ es 401912960484965225793. Por todo esto, podemos concluir
que estos pocos enteros (colocados especificamente como indica la matriz (), contienen toda
la informacion detallada de la jerarquia de valores obtenida en K. Es importante considerar
que el desarrollo de este algoritmo (seccién 5.2), es en si mismo un resultado de valor de esta
investigacion, aunque se obtuvo de manera colateral bajo la necesidad de obtener de manera

analitica algo que resulté imposible de calcular computacionalmente.

38
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Por otro lado, abrimos la hipdtesis del fenémeno de ajuste fino (capitulo 4), que propo-
nemos se presenta al obtener los elementos de la matriz de enlace K. Hay que hacer notar
que este fenémeno es subyacente al modelo presentado y no depende del ejemplo presentado
en particular, por lo que podemos decir que es una propiedad de los invariantes topolégicos,
y no del espacio de grafo en particular. También se hace notar la relacién tan peculiar entre
los 6rdenes de los diferentes elementos que forman la matriz de enlace K.

En otro orden de ideas, es justo observar que el ejemplo de espacios de grafo presentado
en el capitulo 3 es s6lo una muestra de lo que se podria generar con el modelo general
presentado en el capitulo 1. Pero esto de ninguna manera implica que dicho ejemplo fuera
arbitrario, ya que el diagrama de la figura 3.1 se formé con una secuencia primaria (3.1)
de Bh-esferas (basada en los primeros nimeros primos como se mencion6 arriba), junto con
reglas claras para la generacién de cada esfera, y de la forma en la que se pegan para generar
las variedades de grafo y, por consecuencia, sus invariantes topolégicos. De cualquier forma, se
pueden realizar algunas modificaciones para generar dicho diagrama que podrian diversificar
los resultados a obtener, y que podrian ser campo de estudio de investigaciones posteriores.
Una de ellas seria modificar la secuencia primaria de Bh-esferas, en particular el uso de la
esfera Sy (3.6) que es un caso especial y hace pensar que se pierde generalizacién con las
demaés esferas homoldgicas. Otra modificacion seria calcular la k-derivada de las esferas de
forma que cada uno de los subdiagramas previos a cada A, (e) tengan matrices definidas
positivas. Este cambio no es trivial, ya que provocaria la necesidad de hacer modificaciones
en la teoria BF para hacer congruente la relacion entre la matriz K de la accién Sgr (2.16)
propuesta y la obtenida a partir del diagrama.

Por tultimo, hay que resaltar que este trabajo representa un eslabén en una cadena de
resultados acerca de la representacion topolégica de estos problemas (jerarquia de las cons-
tantes de acoplamiento y ajuste fino) y, por lo tanto, aunque presenta resultados concisos,

también nos abre hipdtesis para continuar la investigacion en el tema.



Apéndice A
Esferas homoloégicas

En este apartado se presentan las definiciones de los espacios topolégicos usados para

formar la variedad de grafo M (I')).

A.1. Esferas homoldgicas fibradas de Seifert.

Una variedad n-dimensional X es un espacio topolégico de Hausdorff tal que cada punto

en el tiene una vecindad homeomorfa a un disco n-dimensional abierto. Sea
F = S*\int (D;U---UD2),

una esfera 2 dimensional con n discos abiertos disjuntos removidos. El producto F' x S! es
una 3-variedad orientada compacta cuya frontera consiste de n toros (0D?)x S', i =1,...,n.

El grupo fundamental de F' x St es
(1, ooy Ty b | hay = by 242 = 1) (A.1)

donde los generadores x; son representados por las curvas dD? orientadas como las curvas
frontera de F.

Podemos ver que en este grupo fundamental z; = ¢;, donde ¢; es una clase de homotopia
de la curva Q; = dD?, y que h es una clase de homotopia de una orbita regular H;. Q; y H;
seran definidas mas adelante en la descripcion topoldgica de la Esfera homolégica fibrada de
Seifert (Sth-esfera).

Supongamos que (a;,b;), i = 1,...,n son primos relativos, con a; > 2. Identificamos el
meridiano del i-ésimo toro sélido con la curva sobre (9D?) x S, la cual es isotépica a la curva

a;z; +b;h . Laimagen de la curva {0} x S* C D? x S es llamada fibra singular. La variedad

40
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obtenida mediante esta construccion es llamada Variedad de Seifert con n fibras singulares
[51].

Al grupo fundamental de la variedad de Seifert M le llamamos
<7r1 (M) =1, ...;xy, h | hx; = z;h, xfihb" =TTy = 1> , (A.2)

ya que la curva a;z; + b;h es isotopica al meridiano del i-ésimo toro sélido el cual, a su vez,
es isotopico a un punto.

Ahora, sean aq, . ..,a, enteros relativos primos entre si, para todo a; > 2 con n > 3. En
este caso existe una unica variedad 3-dimensional fibrada de Seifert tal que los invariantes de

Seifert tienen la siguiente forma:
1. (a4, b;) son primos relativos,
n
2. Y biay---a;---a, =1, donde a; significa la ausencia de a;.
i=1

A lo descrito anteriormente denominamos esfera homolégica fibrada de Seifert (Sth-esfera)

de n fibras excepcionales [52] y escribimos como:

> (ar,. . a). (A.3)

Sea Fy = S*\int (D?U---U D?) una esfera 2 dimensional con el interior de n discos
disjuntos removidos.
La esfera homolégica ¥ (ay,...,a,) puede ser construida como una 3-variedad cerrada

orientada en la cual se puede efectuar la inmersion de n toros solidos disjuntos
2 1 2 1
(D*x SY),,....(D*x 8"

de tal forma que:
a. SiY =X \Int((D?xS"),U...U(D?x S") ) entonces existe la fibracién

Ty o — Fo, (A.4)

Yo = Fox S' es trivial, es decir es una 3-variedad orientada compacta cuya frontera consiste
de n toros (0D?) x St i=1,... n.

b. Si R C ), es una seccién de la fibracién 7, y definimos 2 curvas cerradas simples :

Q; = —0RN (D2 X Sl)i
H; = fibra regular de la fibracién = sobre 0 (D2 X Sl)

(A.5)

i
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entonces la inmersion esta definida por la identificacién de la curva a;Q); + b; H; con el meri-
diano M; del toro sélido (D* x S'),, donde b; (i = 1,...,n) satisface:

Zbi(ll"'di"'@nzl. (A..6>
i=1

A.2. Esfera homolégica de Brieskorn.

Las esferas homoldgicas de Brieskorn (Bh-esferas) pertenecen a la clase de las esferas ho-
molégicas fibradas de Seifert (Sth-esferas) [33], y son el elemento basico de la estructura de la
variedad de grafo tipo “plumbing” (figura 1.4) [36]. Sean a1, as, az nimeros positivos primos
relativos entre ellos. La esfera homoldgica de Brieskorn (Bh-esfera) ¥(a) := X(aq, as, a3) se

define como el enlace de la singularidad de Brieskorn
Y(a) == S(ay, ag,a3) = {51™ + 2" + 23" =0} N S°. (A.7)

Si algtin a; es igual a 1, la variedad Y(a) es homeomorfa a la esfera ordinaria S3.

En estas variedades, existe una tnica fibracion de Seifert con invariantes no-normalizados
(a;, b;) sujetos a e(X(a)) = S22 bi/a; = —1/a, donde a = ayazas y e(X(a)) es su nimero
de Euler racional, un invariante topoldgico bien conocido para una Bh-esfera. Hay que hacer
notar que la superficie 21" + 29 4 23 = 0 tiene la orientaciéon candnica que induce la
orientacién candnica del enlace ¥(a). Debido a que el nimero de Euler de la Bh-esfera (vista
como variedad de grafo) juega el papel de la matriz de enlace racional de 1 x 1. La orienta-
cién candnica de X(a) corresponde a la matriz definida negativa —1/a. Como consecuencia,
y ya que usaremos matrices definidas positivas en el desarrollo, serd necesario cambiar la

orientacién de las Bh-esferas: ¥, (a) = —X(a); asi que

e(S4(a)) = — Z b;/a; = 1/a. (A.8)

Los tnicos puntos de Y(aq,as,as) que tienen un grupo de isotropia no trivial Z,, son
aquellos con una coordenada z; igual a cero (i = 1,2,3). La fibra a través de un punto
asf es llamada una fibra excepcional (singular) de grado a;. Todas las demés fibras se llaman
regulares (no singulares). En general, las Sth-esferas ¥(ay, ..., a, ) tienen n fibras excepcionales
diferentes con estabilizador Z,, (los enteros ay, k =1, ...,n son primos relativos por pares) y

representan casos especiales de las esferas Z-homoldgicas [33].
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A.3. Espacio de lentes.

Ahora definamos el concepto de un espacio de lentes. Sea M una variedad obtenida pe-
gando dos toros sélidos por un homeomorfismo de orientacién inversa f : T? — T2 de sus
fronteras. En las bases meridiano-longitud de los dos toros, (111, A1) ¥ (f9, A2), el homeomor-

fismo f corresponde a una matriz

A:<_q S) con qr + ps = 1. (A.9)
p T

El toro sélido completo puede ser representado como
D?* x St

asi que para obtener M solo necesitamos adjuntar las 3-bolas a lo largo de su frontera
0D3 = S%. La variedad M estd completamente determinado por p y ¢. A esta variedad
le llamamos espacio de lentes L(p,q). Noétese que la condicién gr + ps = 1 para la matriz

en A.9 implica que p y ¢ son primos relativos.



Apéndice B

Construccion de la variedad de grafo
M (T)

A continuacién se muestran a detalle los calculos necesarios para la obtencién de las
Bh-esferas junto con sus invariantes, que fueron utilizadas en el capitulo 3 para formar la
variedad de grafo M (I',), asi como los espacios de lentes L (p,q) resultantes del pegado

mediante “plumbing” de dichas Bh-esferas.

B.1. k-derivadas para cada Bh-esfera S v,

Debido a que queremos que las matrices de enlace sean definidas positivas, tenemos que
calcular el valor de k para las derivadas de acuerdo a la matriz K que se quiere obtener.
Dicha condicién se puede escribir de la siguiente forma: si tomamos el enlace > (a1, as, asz) —

ay,aly, ayabk + 1), debemos tener k£ el menor entero tal que
1) g, G109
(a/la’Qk +1)as > alaga/la’Q. (B.1)

Tomamos como esferas homoldgicas iniciales las indicadas en (3.6)

So = Y (1,1,2),
Sio= ) (235),

Sy = Y (7,11,30),

Sy = Y (13,17,2310),
Si = ) (19,23,510510).

44
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- Resultados para K(0)
Ahora procedemos a obtener las derivadas necesarias para formar el diagrama mostrado
en la figura 3.1. Iniciamos con la esfera homoldgica S; ya que la esfera homolégica Sy no

presenta derivada alguna en el diagrama

sV =%" (2, 15,30k + 1) — 3 (2,15,31),

donde se obtuvo kil) = 1 usando (B.1), esto para garantizar que la matriz de enlace para
So—3S\ sea definida positiva (ver seccién 3.3).
Para Sy = > (7,11, 30) tenemos

o=y (7, 330, 2310kS) + 1) =3 (7,330,2311) .
S = 3 (7.762630,5338 410k + 1) = 3" (7,762630,26692051)

donde kél) =1, kéQ) = 5 (ahora para definir positivamente la matriz de enlace para S§1) —552)).

Procedemos ahora con la esfera homoldgica S; = > (13,17,2310), de donde tenemos

Ss = Y (13,17,2310),

S = Z(l 39270, 510 510k +1> 3 (13,39270,510511),
S® = Z(l 20 047 766 970, 260 620 970 610k )
— 3 (13,20 047766 970, 260 620 970 611)
S = (13,5224 868 486 304 546 518 670, 67 923 290 321 959 104 742 T10k 3>+1)

= Z (13,5224 868 486 304 546 518 670, 16 709 129 419 201 939 766 706 661) ,

donde k) =1 para I = 1,2 y k{¥ = 246 (para 5 —35{).
Por tltimo, procedemos con la esfera homoldgica Sy = > (19, 23,510510) donde obtene-
mos

Si=)_(19,23,510510),
S > " (19,11741730,223092871) ,
S =" (19,2619 496 256 206 830, 49 770 428 867929 771)

g3 _ Z 19,130 373452 089 350 371 408 191 290 535 930,
! 2477095589 697657 056 755 634 520 182671 ’
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19,322 947 503 184 188 597 754 470 274 238 009 . ..

Sy ... 672930371 657 609 883 719 537 088 869 030,
6136 002 560 499 533 357 334935210522 183 . ..

... 785677061 494 587 790 671204 688 511 570k\" + 1

19, 322947503 184 188 597 754 470274 238 009 . . .

B ... 672930371657 609 883 719 537 088 869 030,

N Z 255104 306452 770 178 081 199931 377459790... |’
... 889523831637 487397155334 924 868 522 751

en donde se ha usado k:fll) =lparal=1,23y kf) = 41575 (para Ség)— 4&4)) .

Ahora procedemos a encontrar las esferas homoldgicas para los subdiagramas A, (e),
e =1,...,4. Se ilustrara el proceso de manera menos detallada.

- Resultados para K (1)

Para K (1), formamos el esquema Sl—Sél)—S:gQ)—Sf), donde

s — Z<7,330,2310k§”+1>,

sP =3 (13, 20 047 766 970, 260 620 970 610k> + 1) :
s~y 19, 130 373 452 089 350 371 408 191 290 535 930,
o 2477095 580 697 657 056 755 634 520 182 670k(Y + 1 |

Entonces, para cumplir la condicién (B.1) obtenemos kél) = 2, k:éQ) =9y k‘f) = 16732.
Asi que

S = (7,330,4621)

S = (13,20047 766 970, 25 801 476 090 391) ,

g _ Z 19,130 373 452 089 350 371 408 191 290 535 930,
! 41446 763 406 821 197 873 635 276 791 696 434 441 |

- Resultados para K (2)

Para K (2), formamos el esquema SQ—Sél)—Sf), donde

s — Z(13,39270,510510k§,”+1),

s =Y (19, 2619 496 256 206 830, 49 770 428 867 929 770k + 1) .

No hay que olvidar que de acuerdo a lo indicado en la seccién 3.3, las derivadas previas se
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toman con k = 1. Entonces, para cumplir la condicién (B.1) obtenemos kél) =3y kf) = 508.

Asi que

S5V = > (13,39270,1531531)
S =) (19,2619496 256 206 830, 25 283 377 864 908 323 161)

- Resultados para K (3)

Para K (3), tomamos la k-derivada de S*, es decir,
S =>" (19, 11741730, 223 092 870k + 1) .

Ahora formamos el enlace S3—95 f) en el que necesitamos que se cumpla la condicién (B.1),

asi que obtenemos kfll) =1, por lo que
SV =" (19,11 741 730,223 092871) .

- Resultados para K (4)

Para K (4) sélo tomamos la esfera homoldgica
Si=)_(19,23,510510),

por lo que no es necesario ninguna derivada.

B.2. Invariantes para cada Bh-esfera S w,

Siguiendo a [48], calculamos los invariantes by, by y b3 para la esfera homolégica > (a1, as, as3)

(con excepcién de Sp), mediante

asazbymoda; = 1
a1a3b2 mod Ao = 1
a1a2b3 mod as = 1

donde se toma la regla de tomar los invariantes con el menor valor absoluto. Recordamos
que para cada diagrama se toman diferentes valores de k-derivada por lo que algunas esferas
homolégicas podrian variar en cada uno de acuerdo al valor obtenido de k. De esta forma

obtenemos para las esferas homoldgicas implicadas en el calculo de K (0)
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Esf Hom | b, by b3
S 0 0 1
sW o1 —7 ~1
582 1 —108 947 -5 |
549 4 | —1607651841939860467283 | —246
sl =5 * —41575

donde * es 84986185048470683619597440588949913929045173055232557772918123429. Para
K (1) tenemos

Esf Hom || b, b bs
S ~1 1 1
SV —47 -2 |
58 4 —6168 543 683 —99
s® | —5 | 34308803181407992475839813298929 | —16 732

para K (2) los invariantes son

Esf Hom || b; b b3
S5 1 1 —7
StV 4 —12083 -3
S| —5 | 689341120054429 | —508

siguiendo tenemos los invariantes para K (3)

Esf Hom || b, by b3
Ss 4 —2 | —439 |,
s =51 3089929 | —1

y, por ultimo, para la tinica esfera homolégica implicada en K (4) son

Esf Hom

by

by

bs

Sy

)

-3

200933 ||

B.3. Invariantes para cada espacio de lentes L (p, q).

Ahora ilustramos como obtener los invariantes correspondientes a cada uno de los espacios

de lentes L (p, ¢) que se generan en las pegaduras entre esferas homoldgicas en cada diagrama
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A, (e). Siguiendo la notacién de la seccién anterior, escribimos el enlace como ) (aq, az, ag) —
> (dl, ab,dy), también escribimos como by, by y by los invariantes de Y (ay, as, az) y como b,

by, y b los invariantes de ) (a}, ah, ay). De esta forma, los invariantes se calculan [48] como

! ! /

_ V] bl b2 ’

g = —magaiay (| — +— ) —bsay
ai 5)
b, bl

r 1 2 /

¢ = —ajaxaia; (—, + — | — bsas

a; 4

donde se toma como referencia que la pegadura se da entre las fibras as y a4 (ver seccién
3.4).

Presentamos los resultados de los invariantes de cada uno de los espacios de lentes co-
rrespondientes a cada diagrama A, (e), recordando que el diagrama A, (4) es sélo la esfera
homoldgica Sy por lo que no contiene espacios de lentes.

Empezamos por A, (3):

Enlace b1 bg bg
S3— S\ || 466041007740 | 88567869829 | 2089 |
Ahora escribimos los resultados para A, (2):
Enlace p q q"
Sp— S — 6636660 1531537 13
St 5 _1953837726068319020160 | —610396932473078813804813 | 39257

Para el diagrama A, (1) obtuvimos los siguientes resultados:

Enlace P q q*
S — S —9245 —2311 4
S5 | _84180573507360 | 11988564648107 323 ’
S —5) o kA 20047766957

donde ahora **** es —49660235112471 118762 743483357286 701277802160 y ***** es
15280072 342108259 958 559 713 567 107 013 122 386 613.
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Por 1ltimo, los valores de A, (0):

Enlace P q q
Sp— St —32 —31 1
S 58 —69399345 32030467 13 :
S 5811 —51799863435203418336200490960 * 762623
[ QS ok wRE | 5224868486304546518657

donde * es 7399970787416156625299392607, ** es —32 059 806 410 238 279 718 139 966 062 484
464209 573 437243 152889 136 180 581 555726 013473961 031 111880 160 y *** es 9864 555
818534 855297 888 748 326 721 335173 456 647 233 646 233 412 379 742 243 185 343 546 551 763

058 385 313.



Apéndice C

Calculo de las fracciones continuas
para K (0)

En este apéndice se muestran las fracciones continuas para los sumandos de los elementos
diagonales de las matriz racional de enlace K (0) para de esta forma obtener la matriz @
relacionada. En todos los casos se indica la forma de la fraccién continua y su longitud de

acuerdo a lo indicado en el capitulo 5.

C.1. Implementacion del algoritmo.

Se transcribe la implementacién en Wolfram Mathematica™ del algoritmo 5.1 propuesto
en la seccion 5.2. Los valores p y ¢ representan el numerador y denominador de la fraccion

original g.

r = 0;

L = 0;

While[q # 1 && r # 1,

{c, r} = QuotientRemainder([p, q];
{k, q} = QuotientRemainder([q, r];

p=qtr;

Print[c + 1, ",", k - 1, "veces 2,"];
L =1L+ k;

]

If [r # 1, Print[r + 1]];
If [q==1, L =L + 1];
Print ["LONGITUD=", L];

o1
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El programa anterior imprime el desarrollo en fraccién continua (indicando el nimero de

veces que aparece el 2 entre los demds valores) y la longitud de dicho desarrollo. Por ejemplo,

210785

T [1263,2,2,2,2,4,3,2,3] que se mostrd en la seccién 5.3, el programa

para la fraccién

imprime

1263,4 veces 2,4,0 veces 2,3,1 veces 2,3
LONGITUD=9

El ejemplo ilustra la optimizacion del proceso al evitar calcular de manera individual cada

2 que aparece en el desarrollo.

C.2. Uso del algoritmo para el calculo de las fracciones

continuas.

Primero procedemos al calculo de las fracciones continuas para los elementos que forman
las cadenas maximales internas 2 del grafo I',. Para K % tenemos cuatro cadenas internas, la
primera representada por

2 s,
1

de longitud 1, la segunda por

69 399 345
32030467 3,2,2,2,2,2,5338412] ,

de longitud 7, la tercera por

51799863 435 203 418 336 200 490 960
= 1 10474271
7399970 787416 156 625 299 392 607 8,2,.,2, 67923200321 950 104742 712},

de longitud 108947, y la iltima por la representada por

32059806 410238279 718 139 966 062 484 464 209 573 437 243 152 889 136 180 581 555 726 013473 961 031111 880160 __
9864 555 818 534 855 297 888 748 326 721 335 173 456 647 233 646 233 412 379 742 243 185 343 546 551 763058 385313

=14,2,2,3,2,...,2,6136002560499583357334935210522183785677061494587790671204 . . .
...688511572] de longitud 401912960484965116823.

Ahora procedemos al cédlculo de las fracciones continuas para los elementos que forman

las cadenas maximales terminales ¢ del grafo I';,. Para el primer y quinto nodo, tenemos dos
cadenas de este tipo. Para los otros tres nodos sélo tenemos una cadena de esta forma. En

el primer nodo ambas cadenas son de longitud cero. Para el caso del quinto nodo, la primer
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cadena estd representada por

19
~=[4,5
= —[45),

de longitud 2, y la segunda cadena esta representada por

322947503 184 188597 754 470 274238 009 672930 371 657 609 833 719 537 088 869 030
84986 185048 470 683 619 597 440 588 949 913 929 045 173 055232 557 772918 123429

= [4,5,16 997237009 694 136 723 919 488 117 789 982 785 809 034 611 046 511 554 583 624 686] ,

de longitud 3. En el segundo nodo tenemos una cadena terminal representada por
2
j—
1 [ ] ?
de longitud 1. Para el tercer nodo tenemos solo la cadena representada por
7
P [27272727272]7
6
de longitud 6. Por dltimo, para el cuarto nodo, tenemos la cadena representada por
13
— =102,2,5],
9 [ ) ]

de longitud 3.
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